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Breve  resumen: En esta tesis se han estudiado tres problemas para  determinadas
geometrías  cuyo estudio --debido por ejemplo a la ausencia de invariantes locales—esta
intimamente  relacionado con la topología de la variedad ambiente. El primer problema
es  la riqueza de la geometría, entendida como la existencia de construcciones
compatibles  de geometría diferencial. Hemos introducido la noción de variedades 2-
calibradas,  una generalización impar de la geometría simpléctica, y demostrado la
existencia  de sistemas lineales genéricos compatibles con la estructura mediante el
desarrollo  de técnicas de geometría aproximadamente holomorfa. La  segund,a cuestión
ha  sido las posibles obstrucciones topológicas a la existencia de estructuras de Poisson
regulares  en variedades compactas. En este sentido se ha dado un método de
construcción  de variedades de Poisson regulares con grupo fundamental arbitrario,
demostrándose  que este no obstruye la existencia de tales estructuras. La última
cuestión  abordada ha  sido la de la clasificación, que se ha obtenido para estructuras de
Nambu  genéricas en variedades compactas orientadas.
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Introducción
De  acuerdo  con  el programa  Erlangen  de F.  Klein  [34], sabemos  que  una
geometría  Ç en una  variedad  diferenciable  queda  determinada  por  la elección
de  subgrupo  Mor(Q)  del grupo  de difeomorfismos  de la  variedad.  Asimismo,
su  estudio  es  el de aquellas  magnitudes,  o más  generalmente  propiedades  que
no  cambian  mediante  la  acción  de  Mor(Q);  son  los  llamados  invariantes  de
Es  necesario  el plantearse  qué sea aquello que  explica la  elección de deter
minadas  geometrías  como  dignas  de estudio.  En  primer  lugar,  entendemos
que  un  primer  motivo  reside  en  el  origen físico que  tienen  algunas  de ellas,
siendo  paradigmática  en este  sentido  la geometría  simpléctica  o, más general
mente,  la  geometría  de Poisson.  En  este  caso nuestra  variedad  diferenciable
representa  el  espacio  de  estados  de  un  sistema  y  la  geometría  8  viene  de
terminada  por  las  llamadas  transformaciones  canónicas.  Por  supuesto,  es
el  estudio  de  la  situación  anterior  el  que  revela  que  Mor(S)  se  puede  ca
racterizar  como  el grupo  de  difeomorfismos  de  la  variedad  que  preserva  un
determinado  tensor  (2,0),  la  llamada  forma  simpléctica.  Igualmente,  se  ob
serva  que  todos  los  mecanismos  y  construcciones  dependen  de  propiedades
de  este  tensor  expresables  en  el  lenguaje  de  la  geometría  diferencial.  Para
ser  más  preciso  éstas  son su antisimetría,  ser no degenerada  y la  condición de
ser  cerrada.  De  este  modo  se llega  a  la  definición  de  estructura  simpléctica
en  una  variedad  cualquiera  M.
De  un  modo  más  general,  la  geometría  de  Poisson  P  aparece  como  el
marco  adecuado  dónde  se  desarrolla  la  teoría  de sistemas  hamiltonianos.  La
variedad  diferenciable  M  (siempre  finito  dimensional  en  nuestro  caso)  es  el
espacio  de estados  del correspondiente  sistema;  los  observables  corresponden
a  una  subálgebra  O  del  álgebra  de  funciones  C°°(M),  que  asumimos  coin
cide  con todo  el  álgebra  (o más  generalmente  un  subhaz  del haz  de funciones
diferenciables  de  M).  La  evolución  del  sistema  está  dictada  por  una  fa
milia  uniparamétrica  de difeomorfismos o, en términos  infinitesimales,  por un
campo  de vectores.  Por  último,  existe  una  aplicación  E:  C(M)  —+  .(M),f  ‘—*  X,  de  modo  que  f  es conserváda  por  Xf  (Xf(f)  =  0),  y  E  es  un
morfismo  de  álgebras  de  Lie  para  el  corchete  {f, g}  :=  Xg(f).  De  nuevo
se  prueba  que  la  correspondiente  estructura  de  variedad  de  Poisson  viene
descrita  por  un  tensor  (0, 2)  antisimétrico  (un  bivector)  sujeto  a  una  condi
ción  de cierre,  y la  geometría  queda determinada  por  los difeomorfismos  que
preservan  dicho  tensor.
Otro  ejemplo  especialmente  significativo  es  el de  la  geometría  (semi)rie
manniana  R.  Aquí  el  origen  es  el  estudio  de  inmersiones  de  curvas  y  su
perficies.  Dicho  de  otro  modo,  el  espacio  en  cuestión  es  R3,  el  grupo  es  el
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de  las trasformaciones  ortogonales  y el invariante  estudiado  son las clases de
inmersiones  de curvas  y  superficies.
El  primer  resultado  que  muestra  el  interés  del estudio  de  las  superficies
con  métrica  es  el  celebrado  teorema  egregio  de  Gauss;  una  vez generalizada
la  teoría  por  Riemann,  su  importancia  queda  de  manifiesto  por  su  conexión
con  la  formulación  de la  teoría  de la  relatividad.
Estos  dos ejemplos de geometrías,  la  simpléctica  y de Poisson  por un  lado,
y  la  semi-riemanniana  por  otro,  tienen  un  carácter  muy diferente.  En primer
lugar  observamos  que  los tensores  en cuestión  han  de  satisfacer  condiciones
verificables  en cada  punto  (antisimetría/simetrfa  y no degeneración),  y en el•
caso  simpléctico  y de Poisson se ha  de cumplir  una  determinada  ecuación en
derivadas  parciales.  Esto,  en  contraste  con  la  geometría  semi-riemanniana,
impone  restricciones  a  la  existencia  del  primer  tipo  de  estructuras.  Pero  tal
vez  la  diferencia  fundamental  queda  reflejada  en los “diferentes  tamaños”  de
los  correspondientes  grupos  de  transformaciones  de las  estructuras,  que  re
sulta  ser finito  dimensional  para  .  (grupo  de Lie),  e infinito dimensional  para
8  y  P.  Ello  implica  la  existencia  de comparativamente  “menos” invariantes
para  S  y P.  Hasta  tal  punto  es  así que  en S  (resp.  P)  no existen  invariantes
locales  (resp.  existen  determinados  teoremas  locales  de  estructura),  cosa
que  por  supuesto  la  curvatura  impide  en  el  caso  de R..  Como consecuencia
de  este  fenómeno  cualesquiera  invariantes  que  caractericen  $  han  de  ser  de
naturaleza  global.  Por  ello no  es extraño  que  el  estudio  del fenómeno  global
que  es  inherente  a  la  geometría  simpléctica  haya  sido denominado  topología
simpléctica.  Algo  similar,  aunque  no  tan  acusado,  ocurre  con  la  geometría
de  Poisson,  donde  podemos  hablar  de  una  topología  de  Poisson  que  trata
sobre  los  aspectos  globales  de la  estructura.
Así  pues,  y  para  una  geometría   que  pueda  definirse  como  las  citadas
mediante  un  objeto  diferenciable  (normalmente  la  sección de un  determinado
fibrado)  con determinadas  propiedades  y cuyo estudio  refleje fenómenos  glo
bales  de  la  variedad,  el párrafo  anterior  da  pie  a las  siguiente  cuestiones:
(i)  Dada  una  variedad  M,  ¿cuáles son las obstrucciones  a  la existencia
de  dicha  geometría  o  estructura  en  M?  Inversamente,  podemos
tratar  de  demostrar  que  ciertas  características  globales  de  M  no
obstruyen  la  existencia  de  la  correspondiente  estructura.
Para  estructuras  simplécticas  hay  una  primera  obstrucción  homotópica
que  hace referencia  a la posibilidad  de encontrar  un tensor  con las propiedades
requeridas  en  cada  punto.  En  cuanto  a  la  parte  concerniente  a  la  ecuación
que  gobierna  la  condición  de  cierre,  en  caso  de  que  la  variedad  sea  com
pacta  tan  sólo  se  puede  inferir  la  no  anulación  de  la  correspondiente  clase
de  cohomología  que  define.  Sin embargo,  cuando  la  variedad  es  abierta  y de
dimensión  >  6, es  una  consecuencia  del h-principio  probado  por  M.  Gromov
[27]  que  la  única  obstrucción  es  la homotópica.
El  punto  de  vista  contrario  fue  tratado  por  R.  Gompf.  En  su  artículo
[24]  explotó  en toda  su  generalidad  la  llamada  suma  conexa  normal  de  va
riedades  simplécticas  para  construir  otras  variedades  con  tipos  topológicos
prefijados.  Entre  otras  aplicaciones,  una  de  las  más  espectaculares  fue  la
demostración  de  la  existencia,  en cualquier  dimensión  (necesariamente  par)
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y  para  cualquier  grupo  G con presentación  finita,  de variedades  simplécticas
compactas  cuyo  grupo  fundamental  coincidía  con  G.
En  el  caso  de  las  estructuras  de  Poisson,  dada  su  generalidad  no  es  es
perable  encontrar  resultados  similares  válidos  para  todas  ellas,  pero  parece
lógico  tratar  de  estudiar  dichas  cuestiones  para  la  clase  de  las  estructuras
de  Poisson  regulares,  es  decir,  aquellas  para  las  que  el  rango  del  tensor  es
constante.  Para  la  existencia  de esta  clase  de  estructuras  con  una  foliación
prefijada  hay  de nuevo  una  primera  obstrucción  homotópica.  Si  la  variedad
en  cuestión  resulta  ser  abierta  en  el  sentido  de  variedades  foliadas  [6],  es
una  consecuencia  del  h-principio  para  variedades  foliadas  probado  por  M.
Bertelson  que  la  única  obstrucción  es la  homotópica  (también  en  [6]).
Al  igual  que  en  el  caso  simpléctico  creemos  que  es  importante  explorar
el  punto  de  vista  contrario  y  a ello dedicaremos  el capítulo  segundo  de  esta
tesis.  Así, definiremos la suma  conexa normal  de variedades  de Poisson y pro-,
baremos,  para  cualquier  dimensión,  rango y grupo  G con presentación  finita,
la  existencia  de variedades  de Poisson regulares  y compactas  buyo grupo  fun
damental  coincide  con  G,  demostrando  así  que  el  grupo  fundamental  no  es
una  obstrucción  a  la  existencia  de  dichas  estructuras.
La  segunda  cuestión  que  de modo  natural  se  plantea  es:
(u) Una  vez  demostrada  la  existencia  de  determinado  tipo  de  estruc
turas  Ç,  tratar  de  dar  una  clasificación  de  las  mismas,  donde  dos
estructuras   y  Ç2 son  equivalentes  si  Mor(Ç1)  puede  ser  conju
gado  a  Mor(Ç2)  mediante  un  difeomorfisrno  (más  restrictivamente
podemos  imponer  que  dicho  difeomorfismo  sea  además  isotópico  a
la  identidad).
Para  ilustrar  dicho problema  daremos  tres  ejemplos  que no  dejan  de estar
relacionados  entre  si, tanto  en las geometrías  a  las que  hacen  referencia  como
en  los  métodos  de  prueba.  En  primer  lugar  tenemos  el  caso  de  las  formas
de  volumen  V (en variedades  compactas).  La obstrucción  a  la  existencia  de
dicha  geometría  es  la orientabilidad  de  la  variedad  y  es  un  resultado  clásico
de  J.  Moser  [45] que  la  forma  de  volumen  queda  totalmente  caracterizada
por  el volumen  de la  variedad,  que  es  en principio  computable.  Es  decir,  la
geometría  queda  totalmente  descrita  por  la  elección  de  un  múltiplo  de  un
invariante  del tipo  de  homotopía  de la  variedad.
En  segundo  lugar  tenemos  el ejemplo  de las propias  estructuras  simpléc
ticas  (M  compacto).  En  este  caso,  y  para  la  relación  de  equivalencia  de
conjugación  por  difeomorfismos  isotópicos  a  la  identidad,  de  nuevo  por  un
teorema  de J.  Moser  [45] se  concluye que  dos 2-formas  simplécticas  están  en
la  misma  clase  si  y sólamente  si se  pueden  unir  por  un  camino  de 2-formas
simplécticas  con  clase  de  cohomologf a  constante.
En  último  término  tenemos  el caso de las estructuras  de Poisson  topológi
camente  estables   (o genéricas)  en superficies  cerradas  orientadas.  En un
trabajo  reciente  [51], y  para  la  relación  de  equivalencia  definida  por  con
jugación  por  difeomorfismos  isotópicos  a  la  identidad,  O.  Radko  dio  una
descripción  del  correspondiente  espacio  de  modiili.  Lo novedoso  de  dicho
espacio  frente  a  los  anteriores  ejemplos  fue  que  su  número  de  componentes
conexas  estaba  en relación uno a uno  con determinadas  clases de isomorfismo
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‘de  disposiciones  de hipersuperficies  en la  variedad;  para  cada  disposición  la
componente  resultó  ser  difeomorfa  a  un  espacio  vectorial  de  dimensión  el
número  de  componentes  conexas  de  la  disposición  más  uno.  Es  más,  dicho
espacio  vení a dado  por  el grupo  de una  cohomología  asociada  a la  estructura.
Hay  una  cuarta  geometría  1’! que es  una  generalización  de P  conteniendo
también  a  V.  Es  la  llamada  geometría  de Nambu.
La  mecánica  de  Nambu  es  una  generalización  de  la  hamiltoniana.  A
diferencia  de  esta  última,  la  dinámica  viene  gobernada  por  un  sistema  de
ecuaciones  diferenciales  ordinarias  asociadas no  a un  hamiltoniano,  sino a un
número  mayor  r;  el  número  de  hamiltonianos  más  uno  se denomina  orden.
Desde  el punto  de vista  diferencial  esto  significa que  la estructura  de Nambu
viene  definida  por  una  sección  de  Xr  con  determinadas  propiedades  de
cierre,  que  en  este  caso  son  una  ecuación  algebraica  y  otra  en  derivadas
parciales  (véase  [531 para la  descripción  precisa).
El  análogo  a  las  estructuras  de  Poisson  estables  en  superficies  orienta
bles  son  las estructuras  de  Nambu  estables  de orden  máximo.  Esto  es, para
cualquier  variedad  compacta  orientable  de orden  n,  las  secciones de   cor
tando  a la  sección  O de  modo transverso.
En  el  capítulo  tercero  de esta  tesis  haremos  un  estudio  de  éstas  análogo
al  de  Radko  para  estructuras  de  Poisson  estables.  El  principal  resultado
será  un  teorema  de  clasificación  en  clases  de  isotopía  orientada.  Veremos
que  el  número  de  componentes  conexas  del  espacio  de  moduli  coincidirá
con  las  correspondientes  clasede  ciertas  disposiciones  de  hipersuperficies.
Asimismo,  cada  componente  conexa resultará  ser  isomorfa  a  un  espacio  vec
torial  cuya  dimensión  será  el  número  de  hipersuperficies  de  la  disposición
correspondiente  a  la  componente  conexa,  más  uno.  Es  más,  el  isomorfismo
vendrá  dado  mediante  la  identificación  con  un  determinado  grupo  de coho
mología  asociado  a  la  estructura  de Nambu.
Veremos  que  dicha  clasificación es el resultado  de observar  que  el trabajo
de  Radko  [51],  aunque  escrito  en  el  lenguaje  de  la  geometría  de  Poisson,
utiliza  principalmente  herramientas  propias  de  la topología  diferencial  junto
con  la  clasificación  de formas  de área  en  superficies.
Por  último  nos  planteamos  una  tercera  cuestión  natural  —bajo nuestro
punto  de vista  aquella para  la que lograremos  los resultados  más interesantes—
relativa  a estas  geometrías  con  carácter  topológico.
(iii)  ¿Hasta  que  punto  es  rica  la  geometría?  Es  decir,  nos  planteamos
la  existencia  de construcciones  de topología  diferencial  compatibles
con  esta  geometría.
Nótese  que  por  definición  estamos  escogiendo geometrías  sin  invariantes
locales.  Esto  quiere  decir  que  los problemas  que  queramos  resolver  lo serán
localmente,  y la  dificultad  residirá  en encontrar  métodos  que  den  soluciones
globales.
Para  clarificar  este  tercer  punto  tomaremos  como  ejemplo  la  geometría
simpléctica  S.  Una  pregunta  que  es natural  piantearse  es  la  de la  existencia
de  subvariedades  simplécticas  topológicamente  no  triviales.  Esto  es,  solu
ciones  al  problema  topológico  de la  construcción  de subvariedades  que  sean
compatibles  con la  estructura  S.
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Dicho  problema  tan  natural  y fácil de plantear  ha  sido resuelto  afirmati
vamente  para  variedades  compactas  hace  tan  sólo siete  años  por  S. Donald
son  [12], exigiendo  la  introducción  de técnicas  totalmente  nuevas  (técnicas
“aproximadamente  holomorfas”)  y  que  han  supuesto  una  revolución  en  la
investigación  en  este  campo.
Problemas  similares  al de la  existencia  de subvariedades  son por  ejemplo
la  existencia  de  submersiones  con  fibras  simplécticas,  o  más  generalmente,
estratificaciones  por  variedades  simplécticas  que  estén  “próximas”  a  ser  fi
braciones.
El  objetivo  o la filosofía subyacente,  es la de tratar  de reducir  en lo posible
la  comprensión  de  las estructuras  simplécticas  en  una  variedad  M  a  una
mezcla  de  información  topológica  y  de geometría  simpléctica  de variedades
de  dimensión  menor.
En  el primer  capítulo  de la tesis  queremos  hacer  la misma  clase de estudio
pero  para  una  nueva geometría  C2,1 que denominamos  2-calibrada. Podemos
entender  dicha  geometría  como  el  análogo  de  la  simpléctica  en  dimensión
impar.
Un  ejemplo  de variedad  2-calibrada  es  una  variedad  de  contacto  exacta
(M2ni,  a),  a  E  A1 (M)  (recordemos  que  se  requiere  que  a  A (da)’  sea  una
forma  de  volumen).  Su  distribución  característica  ker a  es  de  codimensión
1,  y  la  2-forma  cerrada  da  induce  una  estructura  simpléctica  en  cada  fibra
de  la  distribución  (o domina  la distribución  o la  “calibra”  en  un  sentido  que
haremos  explícito  más  adelante).
Una  estructura  2-calibrada es la generalización  del concepto  anterior:  una
distribución  de  codimensión  1  (de  ahí  el  segundo  subíndice  de  C2,1) y  una
2-forma  cerrada  que  la  hace  simpléctica.  Obsérvese  que  se  puede  entender
como  una  familia  uniparamétrica  de  variedades  simplécticas  infinitesimales
(por  ello consideramos  distribuciones  y no  sólo foliaciones)  para  las que  hay
una  condición  de  cierre  global  análoga  a  la simpléctica.  Por  una  cuestión  de
brevedad  de ahora  en  adelante  hablaremos  de estructuras  calibradas  en vez
de  2-calibradas.
Es  interesante  ver  la  diferencia  que  hay  con las variedades  de Poisson  de
codimensión  1.  Para  estas  últimas,  si  intentamos  plantear  la  condición  de
cierre  en  términos  covariantes  resulta  ser  una  condición  para  una  2-forma
foliada  (las  2-formas  han  de  ser  cerradas  y  no  degeneradas  en  cada  hoja).
No  es  cierto  en  general  que  toda  estructura  de  Poisson  admita  un  “levan
tamiento”  a  una  estructura  calibrada,  es  decir,  la  2-forma  foliada  cerrada  y
no  degenerada  no  admite  una  extensión  a  una  2-forma  cerrada; veremos que
la  ausencia  de  la  condición  de cierre  global  es  crucial  para  que  las técnicas
que  vamos  a desarrollar  para  variedades  calibradas  dejen  de  funcionar  para
variedades  de  Poisson  de  codimension  1 generales.
Desarrollaremos  una  geometría  aproximadamente  holornorfa para  varie
dades  calibradas  compactas,  resolviendo  problemas  como  la  existencia  de
subvariedades  calibradas,  estratificaciones  por  subvariedades  calibradas  y
extenderemos  otra  serie  de  construcciones  propias  de  la  teoría  aproxima
damente  holomorfa  en variedades  simplécticas.
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A  cada  una  de las  tres  cuestiones  anteriores  dedicaremos  un  capítulo  de
esta  tesis.  En  cada  uno  de  ellos incluiremos  una  descripción  (más  o menos
somera  dependiendo  del caso) de los resultados  más  relevantes  y de las ideas
subyacentes.
CAPÍTULO  1
La  geometría  de  las  variedades  calibradas
1.  INTRODUCCIÓN Y  RESULTADOS
1.1.  Motivación
Definición  1.1.  Una variedad  (2-) calibrada es  una  terna  (M, D, w),  donde
M  es una  variedad  diferenciable,  D  es  una  distribución  de  codimensión  1,
y  úi  es  una  2-forma  cerrada  y  no  degenerada  sobre D.  Decimos  que w  es
positiva  sobre D  o  que domina  a la  distribución  o  que la  calibra.
La  variedad  calibrada se  dice de tipo entero  cuando   está  en  la imagen
de  H2(M;Z)  en H2(M;I).
La  dimensión  de M  es necesariamente  impar.  Nótese  que  el concepto de
variedad  calibrada es un  análogo impar de  la noción  de variedad  simpléctica.
Observación  1.:  En la  literatura  ya existe  el concepto  de foliación calibrada,
que  no es sino  una  foliación de  co dimensión  arbitraria  para  la  que  existe una
p-forma  cerrada  dominándola  [29],  donde  p  es  la  dimensión  de  las  hojas
(también  son llamadas  geométricamente  “tight”  u homológicamente  “tight”).
Ésta  es  por  supuesto  una  condición  más  débil  que  la, nosotros  imponemos,
pues  pedimos  que  para  la  foliación D  de  dimensión  2n,  la  forma  que  calibre
se  pueda  expresar  como w2,  doi =  O. Hasta  donde  el  autor  conoce,  y para
dimensiones  diferentes  de  tres,  no  existen  trabajos  especfficos para  la  clase
de  foliaciones de  la  que  nos  ocuparemos  en este  trabajo.
Todas  las  estructuras  a  las  que  hacemos  referencia  serán  de  clase  C°°
(también  nos  referiremos  a  ellas  como diferenciables).
Tal  y como acabamos  de  comentar,  un  ejemplo  importante  de variedades
calibradas  lo constituyen  las 3-variedades compactas  con foliaciones 2-dimen
sionales  diferenciables  calibradas  (o foliaciones “taut”).
Definición  1.3.  Sea (M3,  .F)  una  variedad orientable foliada  por superficies
orientables  (y  por tanto  la foliación  es  co-ori entable).  Diremos  que  T  es una
foliación  calibrada (taut)  si  M   S2  x  S’  y  existe  una  2-forma  cerrada w
que  restringe  a  una forma  de área en  cada hoja  de .F.
Recordemos  que  toda  3-variedad  compacta  admite  foliaciones J-  por  su
perficies  [36],  pero  no  toda  foliación  es  lo suficientemente  interesante  como
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para  darnos  información  sobre  la  topología  de la  variedad.  Aquellas  que  nos
interesan  son esencialmente  las que  no  tienen  componentes  de  Reeb;
Es  un  teorema  clásico  que  si la  foliación no  tiene  componentes  de  Reeb
generalizadas  (véase  [52]), entonces  la  foliación es  calibrada.
Se  pueden  caracterizar  estas foliaciones por la existencia  de ciclos transver
sos  pasando  por  cualquier  punto  (este resultado  es un  corolario  de los traba
jos  de  Novikov y  Sullivan  [52]).  Es  esta  última  caracterización  sobre  la  que
queremos  abundar.
En  una  variedad  diferenciable  cualquiera  M  un  modo  natural  de cons
truir  subvariedades  es definiéndolas  como  el conjunto  de ceros de  funciones,
o  más  generalmente,  de  secciones de  ciertos  fibrados.  Cuando  las  subvarie
dad  W  así  construida  es  de  co dimensión  2 y  M  es  cerrada  y  orientable,  la
teoría  de  clases características  nos permite  determinar  fácilmente  el fibrado
L  a partir  de  la  información  homológica  de  W:  L  será  el  fibrado  de  línea
complejo  determinado  por  el elemento  [w] E  H2(M; Z) cuyo dual  de Poincaré
es  la  clase  [W] E  H_2(M;  Z).  Por  tanto,  una  vez analizada  la  información
homológica  que  determina  el  fibrado  el problema  se  transforma  en  uno  de
geometría  diferencial:  encontrar  una  sección  r  de  L  transversa  a  la  sección
O de modo  que  W1 =  r1(O)  (la subvariedad  Wi  será  cohomóloga  a  W).
El  problema  añadido  que  se  nos  presenta  es  que  la  subvariedad  W  que
buscamos,  en principio  de M3, ha  de ser  transversa  a J.  Localmente  no  hay
ninguna  obstrucción  a  la  existencia  de  secciones tales,  pero  sí globalmente.
El  ejemplo  clásico  es  la  foliación  de  Reeb  de  S3.  Si  existiese  un  ciclo  W
tranversal  al toro  frontera  de las componentes  de Reeb,  al ser  H2(S3  Z)  =  O,
vendría  dado  como los  ceros de una  función  f:  S3 —* C.  Como  W  con tales
propiedades  no  existe,  deducimos  que  existen  funciones  en  con  valores
complejos  que  no  puede  ser  globalmente  transversales  a  O a  lo  largo  de  las
direcciones  de  F,  aun  siendo  transversales  en  el  sentido  clásico.  En  otras
palabras,  la  subvariedad  W  que definen  será  necesariamente  tangente  a
en  un  conjunto  de puntos  no  vacío.
Incluso  para  foliaciones  calibradas  la  existencia  de  un  teorema  de  trans
versalidad  foliada  resulta  no  ser cierta.  De  hecho los  contraejemplos  ocurren
ya  a  nivel  semi-local.
En  R3  con  coordenadas  x, y, s  y  con la  foliación  por  planos  horizontales
s  =  c,  e  E  R,  se  considera  la  función  f(x,  y, s)  =  x2  +  .s.  Es  evidente  que
perturbaciones  arbitrariamente  pequeñas  jamás  serán  transversas  a  la  fo
liación.  Si  tuviésemos  f  una  perturbación  tal,  al  ser  la  transversalidad  a
una  propiedad  abierta  perturbaciones  arbitrariamente  pequeñas  h seguirían
teniendo  esta  propiedad.  Obviamente  el  correspondiente  conjunto  de  ceros
Wh  seguirá  siendo no  transverso  a la foliación pues  la restricción  de la proyec
ción  en la  tercera  coordenada  a  Wh tendrá  un  máximo global.  Si nos fijamos
en  la  hoja  F  en la  que dicho máximo ocurre,  observamos  que  hIF alcanza un
mínimo  global  cuyo valor  es  cero  (podemos  suponer  que  h ha  sido  escogida
de  modo que  su  restricción  a  cada  hoja  es genérica,  i.e.,  con extremos  locales
aislados).  Un modo de evitar  que se dé la situación  anterior  es considerar  una
clase  de funciones  cuya  restricción  a las hojas  no  tenga  ni  máximos  ni míni
mos  locales; la  elección  obvia es  trabajar  con funciones  que  sean  holomorfas
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a  lo  largo  de la  hojas.  En  este  punto  recordamos  que  es fácil  introducir  una
estructura  casi-compleja  J  a  lo largo  de las  hojas  que  por  cuestiones  de  di
mensión  resulta  ser  integrable.  El  problema  que  se  plantea  ahora  es que  es
posible  que  para  una  elección de J,  o incluso para  cualquiera,  el conjunto  de
funciones  J-holomorfas  no  sea  lo suficientemente  amplio  como para  realizar
las  construcciones  que  deseamos.  Una  primera  observación  es  que  como la
clase  de funciones  que manejamos  ha  de ser  abierta  (pues  la  transversalidad
a  lo  largo  de F  es  una  propiedad  abierta),  más  que  trabajar  con  funciones
J-holomorfas  tendremos  que  hacerlo  con  aquellas  que  estén  muy  cercanas  a
éstas  en  un  sentido  que  haremos  preciso  en su  momento.
Obsérvese  que  el  anterior  punto  de  vista  ya  ha  sido  usado  para  el  estu
dio  de las  variedades  simplécticas  compactas  de  cualquier  dimensión.  Es  la
llamada  teoría  aproximadamente  holomorfa,  introducida  por  S.  Donaldson
en  [12].  De un  modo  muy  impreciso,  diremos  que  esta  teoría  afirma  que
para  estructuras  casi-complejas  J  compatibles  con  la  forma  simpléctica  w,
existe  una  teoría  de  transversalidad  fuerte  para  secciones  aproximadamente
holomorfas  de  los  fibrados  L,  donde  L  es el  fibrado  dual  a  y  k  es un
entero  suficientemente  grande  (suponemos  que  w es de  clase  entera,  es decir,
está  en la  imagen  de  H2(M;Z)  en  H2(M;li)).
Así  pues, tenemos  un primer  indicio de que es razonable  estudiar  la corres
pondiente  teoría  aproximadamente  holomorfa  al  menos  para  foliaciones ca
libradas  en  variedades  de  dimensión  3  (pues  existen  ciclos  transversos  por
cualquier  punto).
Una  segunda  motivación  proviene  de la  geometría  de  contacto.  Recorde
mos  que  una  estructura  de  contacto  (exacta)  en  una  variedad  compacta
M2’  viene dada  por una  1-forma a  no degenerada  que  verifica que aA(da)
es  una  forma  de volumen.  En  particular  (M, ker a, da)  es una  variedad  ca
librada.  Para  variedades  de  contacto  se  ha  demostrado  la  existencia  de una
geometría  aproximadamente  holomorfa rica  para  las secciones de los fibrados
L®)C, donde  de  nuevo  L  es  el  dual  de  da  (por  tanto  trivial).  En  este  caso
la  estructura  casi-compleja  J  está  definida  a  lo  largo  de  kerda,  que  se  ha
de  entender  como  la  distribución  de  direcciones  “holomorfas”.  Es  más,  se
han  obtenido  resultados  de  diferente  alcance  usando  por  un  lado  una  teoría
intrínseca  [32],[50], y  por  otro  una  teoría  relativa  aplicada  a  la  simplecti
zación  (M  x  IR, d(ta))  [43,  23].  Luego parece  razonable  tratar  de ver  que
los  mecanismos  de las  teorías  aproximadamente  holomorfas  (intrínseca  y re
lativa)  para  variedades  de  contacto  exactas  no  usan  ninguna  propiedad  que
no  esté  presente  en las estructuras  calibradas.
La  definición  de variedad  o estructura  calibrada  es  nueva, pero  hay  abun
dantes  ejemplos  de estructuras  geométricas  que resultan  ser  calibradas.  Los
ejemplos  más  interesantes  de  estructuras  calibradas  son  por  un  lado  las  ya
citadas  estructuras  de contacto,  en las que la distribución  D es absolutamente
no  integrable,  y las foliaciones  calibradas  (recordemos  que  para  nosotros  las
calibraciones  viene  dadas  por  potencias  de una  2-forma cerrada);  siendo  más
precisos  hemos  de distinguir  el caso de dimensión  3 de las dimensiones  supe
riores.  Para  el  primero  existen  abundantes  resultados  en la  literatura  que  se
caracterizan  casi  en su totalidad  por  usar  técnicas  específicas de la geometría
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en  dimensión  3 ([19,  20,  171).  Para  dimensiones  superiores  a  tres,  el  autor
no  conoce trabajos  específicos  para  foliaciones  de  codimensión  1 calibradas
en  nuestro  sentido;  sin embargo  hay  literatura  acerca  de foliaciones  de codi
mensión  1 en variedades  de  dimensión  p  +  1 calibradas  por  p-formas  (véase
por  ejemplo  [29,  491)•
Conviene  recordar  que  toda  estructura  calibrada  (de  tipo  entero)  en  la
que  D  es integrable  dota  a  la  variedad  M  en  cuestión  de  una  estructura  de
Poisson  (M,  A) con  hojas simplécticas  de codimensión  1, que además  resulta
ser  integrable  en  el  sentido  de R.  L.  Fernandes  y  M.  Crainic  [10,  11].  Por
tanto  se dispone  de los correspondientes  resultados  de geometría  de Poisson.
Dentro  de las estructuras  calibradas  que  son de Poisson  cabe  destacar  las
estructuras  cosimplécticas.  Recordemos  que una  estructura  cosimplectica  en
una  variedad  M  viene dada  por un  par  (a,  w) donde  a  es una  1-forma cerrada
no  degenerada,  y w es la 2-forma  cerrada  que  domina  ker a.  Observemos  que
una  estructura  cosimpléctica  es  un  tipo  de foliación calibrada  muy  especial,
pues  la  foliación  viene  definida  por  una  1-forma  cerrada.  Desde  el  punto
de  vista  topológico,  si  asumimos  que  M  es conexa  y  compacta  es  posible
perturbar  la  estructura  cosimpléctica  de  modo  que  su  descripción  sea  rela
tivamente  elemental:  por  compacidad,  podemos  elegir una  1-forma  a’  muy
cercana  a  a  con  periodos  enteros  y que  define  una  foliación  sobre  la  que  w
es  positiva.  Por  un  resultado  elemental  de Tischler,  existe  una  aplicación  a
S1  (en  la  clase  de  homotopía  de  aplicaciones  clasificadoras  asociadas  a  [a’])
cuyas  fibras  son un  numero  finito  de  hojas  de la  foliación.  Por  la  conectivi
dad  de  M,  es  posible  factorizar  a  través  de  una  aplicación  de  S’  en  S1  de
grado  el  número  de  componentes  conexas  de  cada  fibra.  El  primer  factor
de  la  composición  tiene  fibra  conexa P.  Por  tanto  M  es el “mapping  torus”
asociado  a  un  difeomorfismo  de  P.  La  presencia  de w  dota  a  P  de  una  es
tructura  de variedad  simpléctica  de modo que  el difeomorfismo  de pegado  es
en  realidad  un  simplectomorfismo.
Además  de las estructuras  de contacto  y de Poisson  y atendiendo  al com
portamiento  de  D,  creemos  necesario  hacer  notar  en  este  punto  que  existe
literatura  relativa  a otra  clase de estructuras  calibradas.  En el citado  trabajo
de  Thurston  y Eliashberg  [17], y  en principio  para  variedades  de dimensión
3,  los  autores  definen  una  confoliación  como  una  distribución  D  de  dimen
Sión  2  para  la  que  existe  una  1-forma  a  que  satisface  a  A da    O (que  el
signo  sea  positivo  o  negativo  no  es  importante,  el  punto  clave  es  que  éste
no  cambie).  La  confoliación  se  dice “taut”  (calibrada)  si existe  una  2-forma
cerrada  w positiva  sobre  D  (por  tanto  M3  es  orientable  necesariamente)  y
además  se  satisface  cierta  condición  homotópica.  Es  decir,  una  confoliación
es  una  estructura  calibrada  en  en  la  que  la  integrabilidad  de  D  varía
entre  lo que  le ocurre  a una  foliación y a  una  estructura  de contacto  (positi
vamente  orientada).  El resultado  principal  en  [17] tiene  como corolario  que
para  toda  foliación calibrada  en M3  (siempre  distinta  de  S2 x  S1) podemos
encontrar  arbitrariamente  cerca  una  estructura  de  contacto  tal  que  pode
mos  interpolarlas  mediante  confoliaciones.  En  realidad  dicha  interpolación
ocurre  a  nivel  de  1-formas  y  viene  dada  por  un  camino  diferenciable  at.
Es  necesario  mencionar  la  motivación  de  este  resultado:  tal  y  como  men
cionamos,  no  todas  las  foliaciones  por  superficies  de  M3  dan  información
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topológica  acerca  de M3  (la existencia  de foliaciones que  no  sean  calibradas
no  está  obstruida).  De modo  análogo, las estructuras  de contacto  están  divi
didas  en las llamadas  “tight”  y las llamadas  “overtwisted”,  que  son el análogo
a  las  foliaciones  calibradas  y  las  foliaciones  con  componentes  de  Reeb  res
pectivamente;  toda  la  información  que  aportan  las  segundas  está  contenida
en  la  clase  homotópica  de  la  correspondiente  distribución.  Esta  analogía,
reforzada  por  otros  resultados,  permitía  intuir  una  proximidad  entre  folia
ciones  calibradas  y  estructuras  de  contacto  “tight”  plasmada  en  el  teorema
de  interpolación  (resultados  específicos de geometría  de contacto  nos indican
que  una  estructura  de contacto  arbitrariamente  próxima  a  una  confoliación
calibrada  es  necesariamente  “tight”).
Por  último  mencionamos  que  una  manera  natural  de  pensar  en  estruc
turas  calibradas  es partir  del par  (M, D)  y tratar  de encontrar  2-formas  que
dominen  a D.  Es  decir, pensamos  en estructuras  calibradas  como en distribu
ciones  (de  dimensión  par  y codimensión  1)  con  una  propiedad  adicional,  y
de  la  que  veremos  se  derivarán  multitud  de  consecuencias  geométricas.  El
problema  de  la  existencia  una  2-forma  tal  no  es  para  nada  elemental,  pero
admite  una  formulación  alternativa  (dual)  en  función  de  la  existencia  de
determinados  ciclos estructurales  [52]. Una  vez más,  en dimensión  3 es  posi
ble  derivar  interesantes  resultados  de  esta  equivalencia  (y  en  dimensiones
superiores  se  tienen  resultados  relativos  2n-formas  que  calibran  [29]).  Es
significativo  observar  que  en  dicha  reformulación  se  supone  la  existencia  de
estrucutras  casi complejas  J  en D para  buscar  2-formas positivas  en las líneas
complejas  que  J  define  [52].
Pero  también  es  posible  adoptar  el  punto  de  vista  contrario.  Es  decir,
partimos  de una  2-forma  cerrada  w  no  degenerada  y  de  modo  auxiliar  con
sideramos  distribuciones  D  transversales  a  ker w,  para  tratar  de  deducir  de
ello  información  topológica  acerca  de M  (véase  [38]).  Simplemente  observa
mos  que  en dimensión  mayor  o igual  que  5 sin  más  que  requerir  que  el grupo
estructural  de  TM  se  pueda  reducir  a  U(n)  (obstrucción  homotópica),  y
usando  el  h-principio,  se deduce  la  existencia  de  2-formas  cerradas  no  dege
neradas  en cualquier  clase  de cohomología  [27].
El  primer  resultado  nuevo  que queremos  mencionar  es la  extensión  a  va
riedades  calibradas  (siempre  compactas)  de  la  existencia  de  ciclos transver
sos  para  foliaciones  calibradas  en  3-variedades  compactas.  Nuestros  “ciclos
transversos”  serán  además  subvariedades  calibradas  de  (M,  D, w).
Definición  1.4.  Sea  (M,D,w)  una  variedad  calibrada.  Una  subvariedad
calibrada  de M  es una subvari edad W  para la que TWnD  es una  distribución
de  codimensión  1 de TW  y wITwnD  es no  degenerada.
Equivalentemente,  W  es  transversa  a  D  y  TW  fl  D  es  un  subespacio
simpléctico  de  (D,wj).
Recordemos  que  cuando  (M,  D, w)  es  una  variedad  compacta  calibrada
podemos  escoger  una  2-forma  D de  tipo  entero  tan  próxima  como queramos
a  w y dominando  a  D  (i.e.,  positiva  sobre  D).
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Teorema  1.5.  Sea (M2’,D,w)  una  variedad calibrada cerrada de tipo en
tero.  Para k  suficientemente  grande y para cualquier punto  x  E M,  podemos
encontrar  subvariedades calibradas Wk  de M  de codimensión  2m  conteniendo
al  punto  x  y  verificando  además:
•  El  dual  de Poincare  de Wk  es  [kw].
•  La  inclusión  i:  Wk  —*  M  induce  aplicaciones  i:  7r(Wk)  —*  irj(M)
(resp.  i:  H(Wk;Z)  -4  Hj(M;Z))  que  son  isomorfismos  para j  =
O,...,n—m—1  yepimorfismosparaj=n—m.
Hemos  de  notar  que  este  teorema  puede  presentarse  también  como  un
corolario  elemental  del trabajo  de  J.  P.  Mohsen  [43J  (véase  también  [23]).
Toda  la  teoría  que  vamos a  desarrollar  está  fundamentalmente  basada  en
un  análisis  cuidadoso  de  situaciones  locales,  junto  con  un  resultado  de  gb
balización  que tienen  su origen en el artículo  fundacional  de S. K. Donaldson
[121.  Veamos  en primer  lugar  que  el  teorema  1.5 se  cumple  de  modo  más  o
menos  obvio  a  nivel  local.
Supongamos  por  simplicidad  que  nuestra  variedad  calibrada  (M,  D, w)
es  de  Poisson,  es  decir,  D  es  una  distribución  integrable  que  da  lugar  a
una  foliación  F  por  hojas  simplécticas  de  codimensión  1.  Por  cada  punto
x  E  M  tomamos  cartas  adaptadas  a  la  foliación,  por  lo  que  tenemos  una
identificación  local  de  (M,  2’)  con  IR2  x  IR.  Si  quisiésemos  construir  en
principio  un  ciclo  transverso  por  x,  es  razonable  intentar  prolongar  el  eje
vertical  {O} x R  para  que  siga  siendo  transverso  a  F,  y asegurarnos  de que
este  camino  C  acabe  retornando  a  la hoja  F  a  la  que  pertenece  x.
En  dimensión  3  se  observa  que  si no  hay  tal  retorno,  podríamos  tomar
un  entorno  tubular  de caminos  paralelos  a  C  que  se prolongasen  indefinida
mente.  Ello  querría  decir  que  con  la  evolución  temporal  el  área  de  cada
disco  (interseción  local del  entorno  con  la  correspondiente  placa  de la  hoja)
iría  haciéndose  muy  pequeña,  pues  dicho  entorno  habría  de  tener  volumen
finito  (esto  es  exactamente  lo  que  ocurre  en  el interior  de  una  componente
de  Reeb).  Luego un  modo  de  evitar  este  fenómeno  es  elegir una  coordenada
vertical  (la última  en IR2 x  IR) que esté  globalmente  definida,  y  tal  que  para
una  determinada  forma  de  área  a  lo  largo  de  las  hojas,  el  transporte  de  la
misma  no  tienda  a  cero.  Esto  en  dimensión  3  equivale  a  la  existencia  de
una  2-forma  global  w  dominando  a  D.  La  coordenada  vertical  globalmente
definida  apropiada  viene  dada  por  kerw,  pues  cualquier  campo  X  generán
dolo  verifica Lxw  =  O.
De  lo  anterior  se  infiere  que  la  carta  local  que  es  razonable  elegir  para
(M,  D, w)  es cualquiera  adaptada  a  la  foliación .cuya dirección  vertical  coin
cida  con  kerw.  Es  más,  tal  y  como  veremos  es  posible  lograr  una  carta
de  Darboux  con  coordenadas  x1, y’,  ...,  xTl,  yfl,  s  en  la  que  w  coincida  con
=   dx  A dy.
Esto  quiere  decir  que  estas  variedades  calibradas  son  variedades  foliadas
muy  especiales.  En  general,  podemos  caracterizar  a  las  variedades  foliadas
como  aquellas  en  las  que  el  pseudogrupo  asociado  a  las cartas  admite  una
reducción  de Diff(IR2’)  a Diff(R2  x IR) x Diff(IR). La  estructura  calibrada
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da  una  nueva reducción  a  Diff(TR2’) x Diff(IR) (coordenada  vertical  global)  y
posteriormente  a Symp(ll2’,w0)  x Diff(R).
Si  la  distribución  es  no  integrable  ya  no  hay  ausencia  de  invariantes
locales,  pero  el  “dibujo”  es  similar,  pues  si  tomamos  abiertos  suficiente
mente  pequeños  la  distribución  D  apenas  diferirá,  de  la  dada  por  hiper
planos  horizontales.  Dicho  de  otro  modo,  podremos  encontrar  coordenadas
 tal  que  el  pullback  de w sea w0, y D  coincida  en el origen
con  Dh,  la  foliación definida  por  las superficies  de  nivel  de s.
Es  posible  pensar  en  una  construcción  de  subvariedades  calibradas  de
dimensiones  arbitrarias  análoga  a  la  de  ciclos.  Localmente,  la  subvariedad
correspondería  a una  subvariedad  simpléctica  multiplicada  por  la coordenada
vertical.  Es  más,  disponiendo  de cartas  de Darboux,  es razonable  pensar  en
una  subvariedad  de la forma  V x R, donde  V  es un  subespacio  vectorial  sim
pléctico  de  (R2,  WO).  La  situación  es  por  supuesto  mucho  más  complicada
que  para  ciclos.  En  primer  lugar,  y  para  cada  hoja  F,  es necesario  que
todos  los  subespacios  simplécticos  locales  (o  más  generalmente  subvarieda
des  de i2n)  “peguen”  en una  subvariedad  simpléctica;  éste  es exactamente  el
problema  que  resuelven  las  técnicas  aproximadamente  holomorfas  en  varie
dades  simplécticas  compactas,  la  construcción  de subvariedades  simplécticas
globales  pegando  soluciones  locales.  Hacemos  notar  que  las  hojas  no  son
necesariamente  compactas,  pero  sí lo es  la  variedad.
En  segundo  lugar,  es  necesario  que  la  subvariedad  en  una  determinada
hoja  se propague  a  lo largo  de una  dirección  transversal  como subvariedades
simplécticas,  y que  retorne  a la hoja  de partida;  además,  se ha  de conseguir a
partir  de  ese retorno  “cerrar” la  subvariedad.  De nuevo esto  es  razonable  que
ocurra  porque  en  caso  de  que  la  hoja  sea  compacta,  la  teoría  aproximada
mente  holomorfa  para  variedades  simplécticas  nos dice que  las subvariedades
simplécticas  de  partida  y  llegada  son  isotópicas  con  una  isotopía  mediante
subvariedades  simplécticas.
Luego  no  es descabellado  pensar  que los  mecanismos  de la  teoría  aproxi
madamente  holomorfa  para  variedades  simplécticas  se  pueden  adaptar  a  va
riedades  calibradas.
Recordemos  los principios  de la  teoría  aproximadamente  holomorfa  para
variedades  simplécticas  compactas  (M, w),  que  eventualmente  deberíamos
reproducir  para  variedades  calibradas.
1.2.  Algunas  ideas  subyacentes  a  la  geometría  aproximada
mente  holomorfa  en  variedades  simplécticas
Un  primer  elemento  de esta  teoría  es la observación,  a  nivel lineal,  de que
un  modo  de escoger  subespacios  (vectoriales)  y  simplécticos  es  mediante  la
introducción  de  una  estructura  compleja  J  compatible  con  w;  automática
mente  todo  subespacio  J-complejo  es  simpléctico.  Siendo  además  la  condi
ción  simpléctica  abierta,  si un  subespacio  V  está  “suficientemente  próximo”
a  JV  seguirá  siendo  simpléctico.  En  consecuencia,  para  cualquier  otra  va
riedad  casi-compleja  (N,  J),  la  existencia  de  una  aplicación  f:  M  —+ N
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“aproximadamente”  (J, J)-compleja  y  que  sea  transversa  a  una  subvariedad
N1  c  N  casi-compleja,  dará  lugar  a  una  subvariedad  simpléctica  de M  de la
misma  codimensión  que  N1  en N.
Por  tanto  un  primer  problema  es  encontrar  variedades  casi-complejas
(N,  J)  candidatas  a  poseer  “suficientes”  aplicaciones  cercanas  a  ser  comple
jas  (cercanas  en un  sentido  que  haremos  preciso más  adelante  y “suficientes”
en  el  sentido  de  que  dada  una  de  estas  aplicaciones,  podremos  encontrar
perturbaciones  arbitrariamente  próximas  de  modo  que  sigan  estando  pró
ximas  a  ser  holomorfas  y  que  además  sean  transversas  a  las  subvariedades
casi-complejas  Ni).  Es  lógico,  en  vez de  usar  variedades  casi-complejas  ge
nerales  como  espacio  de  llegada,  empezar  por  los  espacios  (Cm, Jo) donde
además  podemos  sumar  aplicaciones  (lo que  facilita  la  definición  de las posi
bles  perturbaciones).  Más  generalmente,  buscaremos  secciones  de  fibrados
vectoriales  complejos  sobre  M.
La  indicación  de qué  fibrados  son los  adecuados  proviene  del caso en  que
J  es  integrable.  En  tal  situación  podemos  buscar  secciones  genuinamente
holomorfas,  pues  las  ecuaciones  de  Cauchy-Riemann  no  están  sobredeter
minadas.  Los  resultados  de  geometría  compleja  nos  indican  que  una  clase
de  fibrados,  en  principio  de  línea,  que  admiten  muchas  secciones  son  los
denominados  muy  amplios.  Existe  además  un  modo  más  o  menos  fácil  de
encontrarlos.  Basta  con  contar  con  un  fibrado  de línea  (hermitiano)  L  con
conexión  V  hermitiana,  tal  que  su  curvatura  F  sea  positiva  sobre  TM  (fi
brado  amplio).  Las potencias  tensoriales  suficientemente  altas  de L  cuentan
con  muchas  secciones  holomorfas  (son  fibrados  muy  amplios);  tantas  como
para  contar  con  algunas  que  son  transversas  a  la  sección  O del  correspon
diente  fibrado  L®k  (teorema  de  Bertini),  que  es  una  subvariedad  compleja
del  espacio  total  del fibrado,  que  a  su vez es  una  variedad  compleja.
En  la  situación  anterior  iF  define una  2-forma cerrada  de clase entera  que
dota  a  M  de  una  estructura  simpléctica.  Es  en  definitiva  lo que  se  conoce
por  una  estructura  Khler,  pues  J es evidentemente  compatible  con la forma
simpléctica.  Obviamente,  iF  es de  clase  entera  (tenemos  por  tanto  lo  que
habitualmente  se  denomina  como una  estructura  de  Hodge).  En  presencia
de  una  estructura  de  Hodge  (M,  J, w), el  proceso  anterior  se  puede  invertir
para  construir  un  fibrado  amplio  (L, V)  cuya  curvatura  es exactamente  —iw.
La  cuestión  que  se  plantea  es  si  en  el  caso  en  que  J  no  es  integrable
existirán  suficientes  secciones de estos  fibrados  cercanas  a  ser  J-holomorfas.
Localmente,  la existencia  de cartas  de Darboux  y el hecho de que  la curvatura
del  fibrado  sea w0, permite  encontrar  modelos locales tanto  para  la base  como
para  el fibrado  (usando  una  trivialización  adecuada).  Suponiendo  que  J  en
estas  coordenadas  es  integrable  (en realidad  que  coincide  con  J0, la  estruc
tura  canónica  compleja  de  C)  es posible  escribir  explícitamente  soluciones
a  las  ecuaciones  de  Cauchy  Riemann  con  características  muy  particulares.
Estas  soluciones  tiene  decaimiento  gatssiano  y juegan  el  papel  de funcioñes
meseta  de  la  teoría,  pues  permiten  localizar  el  problema  de transversalidad
y  convertirlo  de  uno  de secciones  a uno  de funciones.
En  el caso en que  J  sea no  integrable,  si la carta  es lo suficientemente  pe
quefía  estas secciones serán casi soluciones de las correspondientes  ecuaciones
de  Cauchy  Riemann.  Por  supuesto,  no  basta  con  reducir  el  tamaño  de  la
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carta  y quedarse  con  la anterior  solución,  pues  ésta  pasa  a ser  prácticamente
constante  en  la carta  y por  tanto  no  decrecería  de modo  adecuado  para  estar
lo  suficientemente  próxima  a  ser  una  sección  casi-holomorfa.  Pero  hay  un
modo  de evitar  este  problema  que  consiste no  en  restringir  a un  abierto  más
pequeño,  sino en  contraer  todo  el  dibujo.  En  particular,  se  usa  el factor  de
contracción  k’/2.  Una  consecuencia  de  dicho  proceso  es  que  el  fibrado  al
que  pertenece  la  nueva  sección  deja  de  ser  L  para  convertirse  en  L.  En
otras  palabras,  la  forma  simpléctica  inducida  en la  base  pasa  a  ser  kw  (y la
métrica  Káhler  también  es multiplicada  por  k),  lo que  implica  que  la  corres
pondiente  carta  de  Darboux  y  trivialización  son el resultado  de contraer  por
el  citado  factor  las asociadas  a  la  2-forma  original  kw.  Otro  modo  de decirlo
es  que  al  aumentar  la  curvatura  tenemos  acceso  a  regiones  cada  vez  más
pequeñas  en  las  que  nuestra  estructura  casi-compleja  J  necesariamente  se
parece  (tanto  como  queramos  aumentando  k)  a  una  integrable.
La  existencia  de  las  llamadas  secciones  de  referencia  sirve  para  trans
formar  el  problema  de  transversalidad  global  en  multitud  de  problemas  de
transversa.lidad  local  (aumentando  este  número  con  k)  para  funciones.  Una
observación  importante  es que si pretendemos  sumar  soluciones locales,  dado
que  las secciones de referencia  tienen  soporte  que  se extiende  mucho  más  allá
de  donde  las  usamos  para  trivializar  y  localizar  el  problema  de  transversa
lidad,  habrá  interferencia  entre  soluciones  diferentes  debido  al  solapamiento
de  los correspondientes  soportes.  Y la  transversalidad  a  una  subvariedad  no
se  comporta  bien  con respecto  a  la  suma  de  secciones.
Es  necesario  usar  el  concepto  de  transversalidad  estimada.  La  idea  es
bastante  sencilla:  la  suma  de dos funciones  transversas  a  la  sección  O puede
dejar  de serlo;  por  ejemplo porque  ambas  se  anulen  en  un  mismo punto  con
diferencial  opuesta  para  una  cierta trivialización  del fibrado  (o más geométri
camente,  sus  grafos  forman  ángulos  opuestos).  La transversalidad  estimada
se  reduce  a  pedir  que  el  grafo  de  la  sección  no  corte  sólo  a  la  sección  O de
modo  transverso,  sino que  haga  lo propio,  y “con suficiente  ángulo”, con  las
copias  paralelas  en  un  entorno  tubular  de  la  sección  O.
La  ventaja  de  este  concepto  es  que  es  C1-abierto  en  el  sentido  de que  si
una  sección  es  suficientemente  transversa  a  la  sección  O, al  sumarle  otra  con
norma  C’  pequeña  comparada  con  la  “cantidad  de transversalidád”  (con  el
ángulo  con  que  corta  a  las copias  paralelas  de  la  sección  O), el  resultado  es
una  sección  que  todavía  es transversa,  y  cuya  “cantidad  de  transversalidad”
se  puede  estimar.
Sin  duda  el  elemento  más  delicado  de  la  teoría  aproximadamente  holo
morfa  es demostrar  que, en  efecto, toda  función  cercana  a ser  holomorfa  ad
mite  perturbaciones  pequeñas  que la hacen  transversa  a  la sección O (lema de
transversalidad  local)  con una  cantidad  de transversalidad  estimada  tal,  que
se  puede  desarrollar  un  esquema  para  ir resolviendo el problema  de transver
salidad  localmente,  y que  al  sumar  de  todas  las  perturbaciones  el resultado
es  una  sección  todavía  transversa  a  O (esquema  de  globalización).
El  esquema  anterior  es aplicable  para  obtener  transversalidad  no sólo a la
sección  O sino  a otras  (sucesiones de)  subvariedades  holomorfas  de L®JC, o de
otros  fibrados  con propiedades  similares  a  y, más  generalmente,  a  deter
minadas  estratificaciones  por  subvariedades  holomorfas.  Esto  no  es  extraño
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ya  que  la  construcción  es  puramente  local y  localmente  se pueden  encontrar
coordenadas  holomorfas  para  que una  subvariedad  holomorfa  aparezca  como
la  sección  O de  un  fibrado  local  trivial.
Una  vez  observada  la  existencia  de  (sucesiones  de)  secciones  aproxirna
darriente  holomorfas  con  buenas  propiedades  de  transversalidad,  es  natural
estudiar  sus  espacios  de  degeneración,  o  dicho  de  otro  modo,  definir  unos
espacios  de  r-jets  para  estas  secciones, determinar  allí los  subespacios  o más
generalmente  las  estratificaciones  de  los  lugares  de  degeneración  y  tratar
de  demostrar  un  teorema  de  transversalidad  fuerte,  i.e.,  encontrar  secciones
cuyos  jets  sean  transversales  a estas  estratificaciones  (secciones r-genéri cas).
De  nuevo  se observa  que dicho  teorema  se cumple,  pues los correspondientes
fibrados  y estratificaciones  son susceptibles  de  las construcciones  que  resuel
ven  el  problema  de  transversalidad  (aunque  las  complicaciones  técnicas  no
son  nada  triviales).
El  último  paso  es,  una  vez que  se  tiene  la  existencia  de  (sucesiones  de)
secciones  r-genéricas,  tratar  de obtener  formas  normales  para  ellas  en  deter
minadas  situaciones.  Por  ejemplo,  análogos  a  funciones  de Morse  complejas
o  a  funciones  a  con los tipos  de singularidad  canónicos.  Dichas  secciones
inducen  toda  clase  de estructuras  interesantes  en la variedad  de  partida,  que
por  ser  objetos  prácticamente  J-complejos,  son también  simplécticos.
1.3.  Descripción  de  los  contenidos  y  resultados
En  este  trabajo  pretendemos  hacer  un  estudio  análogo  al  esbozado  en
el  apartado  anterior  para  las  variedades  simplécticas,  pero  para  variedades
calibradas.  Adoptaremos  el  punto  de  vista  más  general  de  D.  Auroux  [4],
empezando  en  la  sección  2  con  una  variedad  (M, D, g)  con  una  estructura
casi-compleja  J  en D  (definición 2.1),  para  la  que  se hace el  correspondiente
estudio  de  su  álgebra  lineal.  A  continuación  introducimos  sucesiones  de
fibrados  susceptibles  de  contar  con  suficientes  secciones  aproximadamente
holomorfas  (definición  2.2).  Paralelamente  se  define  un  elemental  proceso
de  simplectización  que  nos  permitirá  obtener  la  teoría  a  través  de  un  refi
namiento  de  los  de  los resultados  existentes  para  variedades  casi-complejas
pares  (teoría  relativa).
En  la  sección  3 definimos  (definición 3.1)  el modelo  local  para  variedades
casi-complejas  (siempre  impares  salvo que  digamos  lo contrario),  que  no  es
sino  la versión  foliada  (con un  parámetro  real)  del disponible  para  variedades
pares.  Perseguimos,  para  todas la secciones y sus asociadas  (derivadas  covari
antes,  proyecciones  de  las mismas,  componentes  holomorfas  y  antiholomor
fas)  en  la  variedad  original,  calcular  todas  las  estimaciones  necesarias  para
los  pull-backs  al citado  modelo  usando  los elementos  geométricos  del mismo
(distribución,  normas,  distancias,  conexiones,  estructura  casi-compleja  Jo)
—que son fáciles  de manejar— y esperamos  que las  cotas  obtenidas  sean  com
parables  a  las correspondientes  empleando  los elementos  globales  originales.
Además  queremos  que  dichos  resultados  valgan para  todos  los puntos  de  M
y  para  todo  valor  de  k  (que sean  uniformes).  La razón  es que  muchas  cotas
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vendrán  multiplicadas  por  un  factor  de la  forma  k1/2  (por  ejemplo  la  que
mide  la  antiholomorfía  de  las  secciónes),  lo  que  implicara  que  para  k  sufi
cientemente  grande  serán  tan  próximas  a cero  como  queramos  dando  lugar
a  las  propiedades  perseguidas.  Todo  esto  quedará  recogido  en  el  concepto
fundamental  de igualdad  o propiedad  aproximada  (definición  3.6).
Dependiendo  de  lo que  queramos  estimar  usaremos  diferentes  cartas  en
la  base  (las  coordenadas  aproximadamente  holomorfas  de  la  definición  3.34)
e  incluso  cartas  r-comparables  (definición  3.4)  en  el  espacio  total  de los  fi
brados.
En  el  modelo  local la  distribución  D  es la  integrable  por  planos  horizon
tales.  Para  estimar  distancias  entre  distribuciones  recordaremos  los concep
tos  de ángulo  máximo  y mínimo  (definiciones 3.10,  3.11).
La  posibilidad  de elegir  cartas  con buenas  propiedades  nos permitirá  ver
que  para  variedades  casi-complejas  con  sucesiones  de fibrados  muy  amplios,
la  situación  es análoga  a la  de las variedades  calibradas  (M,  D, w); la sucesión
iFk  de  2-formas  positivas  a  lo largo  de  D  tiene  propiedades  similares  a  las
que  tendría  kw,  e igual  ocurre  con los pares  (iFk,  J)  (lema  3.21).
Daremos  de modo explícito  la  definición de sucesión  de secciones aproxi
madamente  holomorfa  (A.H.),  así  como  de  sucesión  con  decaimiento  gaus
siano  respecto  a un  punto  de M  (definición 3.25),  y probaremos  la  existencia
de  secciones de referencia usando lemas previos que nos ayudarán  a comparar
las  estimaciones  usando  los  elementos  del  modelo  integrable  con  las  reales
que  usan  los  elementos  originales  globales  (métrica,  conexión,  distribución,
estructura  casi-compleja,  derivadas  covariantes,...).
Todo  lo introducido  en esta  sección constituyen  elementos  necesarios  para
el  desarrollo  de  la  teoría  intrínseca.
El  último  apartado  de la sección contiene una  discusión  importante  acerca
de  las  diferentes  teorías  intrínsecas  aproximadamente  holomorfas,  dando
condiciones  para  su  equivalencia.  La existencia  de diferentes  teorías  es conse
cuencia  de que a nivel lineal el espacio D* no  se ve de modo canónico  como un
subespacio  de  T*M.  Cada  retracción  a  la  proyección  canónica  T*M  4  D*
define  una  teoría  diferente.
Finalizaremos  la  sección  3  observando  las  diferencias  entre  los  elemen
tos  de  la  teoría  intrínseca  y  los  provenientes  de  la  teoría  par,  trivialmente
disponibles  gracias  al  proceso  de  simplectización,  así  como  describiendo  la
teoría  correspondiente  para  sucesiones  muy  amplias  de  fibrados  de  rango
arbitrario.
En  la sección  4 introducimos,  para  una  sucesión Ek  apropiada  de fibrados
vectoriales  hermitianos  sobre  (M, D,  J),  la sucesión  de  fibrados  3i5Ek  de r
jets  pseudoholomorfos  (definición 4.1).  La definición  es,  al  igual  que  en caso
par,  aquella  que  hace que  en el modelo  local estemos  considerando  el fibrado
de  jets  holomorfos foliados  (en realidad  no es la noción  usual  pues el operador
3  en la carta  viene acoplado  con una  forma de  conexión).  Notamos  que  para
una  sucesión  de  secciones  de  Ek,  al  definirse  los  r-jets  de  modo  sucesivo  a
partir  de  la  parte  holomorfa  de  la  derivada  covariante,  la  conexión  de  Ek
entra  en juego  de  modo  determinante.  Simplemente  recordemos  que  en  el
modelo  local  (Káhler)  la  noción  de  función  holomorfa  no  es  la  usual  debido
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a  la  presencia  de  la forma  de conexión.  La  consecuencia  fundamental  es  que
para  la estructura  compleja obvia en 37Ek,  métrica  hermitiana  y conexiones,
el  r-jet  de una  sucesión  A.H.  de  secciones de Ek  no  es  una  sección  A.H.  de
J3Ek.  Solventamos  esta  pega  introduciendo  una  nueva estructura  compleja
en  el  fibrado  de  r-jets  para  la  que  esta  propiedad  sí se  cumple.  El resultado
fundamental  es que  si Ek  es una  sucesión  de fibrados  para  la  que la  teoría  de
transversalidad  de  secciones A.H.  es posible  (sucesión  muy  amplia),  ocurre
lo  propio  con  J3Ek  (proposición  4.6).
De  modo  paralelo  introducimos  los elementos  análogos  para  la  teoría  re
lativa.  En  este  caso, para  una  distribución  J-compleja  G  (una  polarización)
de  la  variedad  casi-compleja  par  (M, J),  se define de  modo natural  el subfi
brado  .JEk  de  JrEk  de  y-jets  a  lo largo  de  G,  y  se  hace lo  propio  para  la
sucesión  de r-jets  a  lo largo  de G  asociada  a  una  sucesión  A.H.  de secciones
de  Ek.  Es  importante  notar  en este  punto  que  no  pretendemos  desarrollar  la
teoría  aproximadamente  holomorfa  en  esta  sucesión  de  subfibrados  (lo  que
supondría  verificar que  es muy  amplia),  sino de modo  análogo  a como se pro
cede  para  jets  foliados usaremos  la submersión  natural  de JrEk  a JEk  para
trasladar  el  problema  de  transversalidad  en el subfibrado  al  correspondiente
en  el  fibrado;  por  supuesto  habrá  que  comprobar  cuándo  esto  es  posible,  y
que  la solución  del problema  inducido  en el fibrado  es también  la  del original
en  el  subfibrado.
Al  igual  que  para  variedades  pares,  no sólo queremos  lograr  transversali
dad  de sucesiones  de  secciones de Ek  (y  TEk)  a la  sección  O, sino a  (suce
siones  de)  subvariedades  e  incluso  estratificaciones  de  los  fibrados  corres
pondientes.  En  la  primera  parte  de la  sección  5 introducimos  la  noción  de
(sucesión  de)  estratificaciones  aproximadamente  holomorfas  (definición  5.2)
—que extiende  de  modo natural  la  situación  para  variedades  pares— dándose
una  descripción  local  de las mismas.
•  A  continuación  recordamos  el  concepto  de  transversalidad  uniforme  de
una  sucesión  de  secciones de Ek  a la  sección O, y se generaliza  de modo obvio
a  estratificaciones  aproximadamente  holomorfas.  La  parte  técnica  que  sigue
(apartado  5.2)  usa  la  descripción  local  para  probar  que  la  transversalidad
uniforme  local a  esta  clase de estratificaciones  equivale  a  transversalidad  es
timada  de  una  función  h:  C7  x  l1 —* cm  a  O a  lo  largo  de  las  direcciones
holomorfas  (de  la  foliación por  hiperpiano  complejos)  (lema  5.9).  En  este
punto,  es necesario  un  análisis  más  detallado  del concepto  de ángulo  mínimo
y  sus  variaciones.  Es  curioso observar  que  la  discusión  anterior,  en principio
orientada  a  la  teoría  intrínseca,  es  perfectamente  válida  para  la  teoría  rela
tiva.  Esto  no  es  sino  otro  ejemplo  de  que  ambas  teorías  están  basadas  en
las  mismas  ideas  pues  de  alguna  manera  la  teoría  intrínseca  es  también  re
lativa  con  respecto  a todas  las direcciones  del  espacio  tangente  (o si se quire
ambos  modelos  locales  son  versiónes  foliadas  del  modelo  para  variedades
casi-complejas  pares).
Es  posible  debilitar  la  definición  de  sucesión  de  estratificaciones  A.H.
a  la  más  general  de  cuasi-estratificación  (definición  5.23),  de  modo  que  la
transversalidad  a  ella se  obtenga  mediante  los  mismos  mecanismos.  El  con
cepto  de  cuasi-estratificación  se  introduce  para  trabajar  fundamentalmente
con  la  cuasi-estratificación  de  Thom-Boardman-Auroux  (apartado  5.3).  En
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geometría  Kiihler  los espacios vectoriales  de secciones de L®k (sistemas  linea
les  completos)  son usados  para  definir del modo obvio aplicaciones  a espacios
proyectivos.  El análogo  a los sistemas  lineales  de rango  m  son las sucesiones
Tk  de  secciones  A.H.  de  los  fibrados  Cm+l  ® L,,.  Fuera  de  los  puntos  que
son  enviados  a  la  sección  O (puntos  base  Ak),  dan  lugar  a  una  sucesión  de
aplicaciones  A.H.  k:  M  —  Ak  —÷  CIPm. Es  posible  tratar  de  perturbarlas
para  hacerlas  r-genéricas.  Para  ello es  necesario  definir  el fibrado  (no lineal)
de  r-jets  pseudo-holomorfos  JD(M,  CP),  y en  su  espacio  total  las  corres
pondientes  estratificaciones  análogas  a las de Thom-Boardman.  En realidad,
lo  que  haremos  es  usar  la  submersión  obvia  cm+l  —  {O} —  CP  para  definir
una  cuasi-estratificación  de  3Ek,  que  llamaremos  de  Thom-Boardman
Auroux,  de  modo  que  la  transversalidad  estimada  a  ésta  de  los  r-jets  de
las  secciones Tk,  implicará  la  transversalidad  estimada  a  la estratificación  de
Thom-Boardman  de los r-jets  de las proyectivizaciones   La  propia  defini
ción  de la  estratificación  de Thom-Boardman-Auroux  y  las propiedades  que
conducen  a comprobar  la  holomorfía  aproximada  de los estratos  (también  en
el  caso  relativo)  son  delicadas  (proposiciónes  5.24 y  5.25 y  lema  5.27).  El
problema  fundamental  es  que  para  estratificaciones  de  los  fibrados  de  jets
pseudo-holomorfos,  el hecho de haber  modificado la  estructura  casi-compleja
hace  que  sea  realmente  complicado  comprobar  que  ciertos  estratos  son  de
la  clase  adecuada  para  poder  lograr  transversalidad  a  ellos  (esencialmente
la  dificultad  reside  en  probar  que  están  localmente  definidos  por  funciones
aproximadamente  holomorfas  para  esta  nueva  estructura  casi-compleja),  y
en  este  caso particular  es necesario  utilizar  ideas  ad  hoc.
La  sección 6 contiene la prueba  del teorema  de transversalidad  fuerte  para
sucesiones  de  cuasi-estratificaciones  A.H.  de los  fibrados  JjEk,  y la  versión
relativa  para  variedades  casi-complejas  pares  polarizadas  (teorema  6.1, coro
lario  6.3).  Notamos  que  la  perturbación  ocurre  a  nivel  de  secciones de  Ek
de  modo  que  sus  r-jets  resultan  ser  transversos  (por  eso  es  transversalidad
fuerte).  Todo  los  apartados  anteriores  hacen  que  se  reduzca  a  un  problema
de  transversalidad  estimada  para  funciones  A.H.  h:  C  x  IR —*  Cm,  junto
con  un  adecuado  proceso  de globalización.  Este  último  es  un  pequeño  refi
namiento  del  ya  descrito  en  [32] ó  [50] para  variedades  de  contacto,  y  que
extiende  trivialmente  al enunciado  por  S.  Donaldson  [12] (y refinado  por  D.
Auroux  [2]).
Quisiéramos  hacer  en  este  punto  un  comentario  relativo  al  teorema  de
transversalidad  local.  Dicho  resultado  se  basa  en  el  hecho  de  que  el  teo
rema  de  transversalidad  local  para  funciones  A.H.  h:  C’  —*  cm es  válido
para  familias  uniparamétricas.  Se verifica  porque  el parámetro  es real.  Para
parámetro  complejo  no  es  cierto  pues  al  igual  que  en  el  caso  real  la  trans
versalidad  para  jets  complejos  foliados  no  se  comporta  bien  con  respecto  a
la  propia  foliación.  Este  es  el  motivo  último  de trabajar  con  distribuciones
sólo  de codimensión  1.
Hay  una  segunda  complicación  debida  a  la  no  integrabilidad  de  D.  Ve
remos  que  para  obtener  transversalidad  fuerte  a  estratificaciones  de  ¿TEk,
r  >  1, será  necesario  usar  secciones para  las que  se tenga  control  sobre todas
sus  derivadas  (recogido en  el  concepto  de secciones Ch1A.H.).
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Para  las construcciones  relativas,  el  resultado  local  fundamental  es  un
teorema  de J.  P.  Moshen  [43] para  (sucesiones de funciones)  A.H.  hk:  C  —+
C”  y  una  subvariedad  fija  Q c  C  fijada  de  antemano,  que  mediante  la
elección  de cartas  adaptadas  a las subvariedad  queda  reducido  al teorema  de
transversalidad  local  para  sucesiones  de  funciones  A.H.  hk:  C7 —* C”’.
Comentaremos  como la  diferente  “calidad”  de  las perturbaciones  (mejor
en  la  teoría  relativa  que en la  intrínseca)  permite  en la  primera  trabajar  con
secciones  para  las  que  el  control  no  ha  de  ser  tan  estricto  como en la  teoría
intrínseca.
En  la  sección  7 enunciamos  una  serie  de resultados  que  se infieren  de los
teoremas  probados.
Las  aplicaciones  para  variedades  calibradas  que  se  obtienen  a  nivel  de
O-jets  son  en  primer  lugar  el  ya mencionado  teorema  1.5,  que  expresa  sim
plemente  transversalidad  a la  sección  O, y el subsiguiente  resultado  relativo
a  la  existencia  de subvariedades  determinantales:
Proposición  1.6.  (M, D, w)  una  variedad  calibrada (cornpacta de  tipo  en
tero)  y  L®IC la  sucesión  de  potencias  del fibrado  de  línea  precuantizable.
Sean  E,  F  fibrados  hermitianos  vectoriales  con  conexión  y  consideremos
la  sucesión  ‘k  =  E*  ® F  ® Lk.  Para  k  suficientemente  grande  existen  ‘rk
sucesiones  A.H.  de secciones  de ‘k  para  las  que los  lugares  determinantales
(rk)  {x  E  MI  rk(’rk) =  i}  son  subvariedades  calibradas  de  tipo  entero
que  estratifican M.
Usando  la  estratificación  de  Thom-Boardman-Auroux  obtenemos  lo  que
puede  considerarse  el resultado  fundamental  de  la  teoría  aproximadamente
holomorfa  para  variedades  calibradas.
Teorema  1.7.  Sea  (M, D, w)  una  variedad calibrada cerrada  de tipo entero.
Una  vez  elegida una  estructura  casi-compleja  compatible J  es posible  encon
trar  aplicaciones  genericas  a cualquier  CPm.
Como  corolario,  obtenemos  un análogo  al teorema  de inmersión  en proyec
tivos  para  variedades  simplécticas  (ya  probado  para  variedades  de  contacto
en
Corolario  1.8.  Sea (M21,D,w)  una  variedad calibrada compacta  de clase
entera.  Sea  J  una  estructura  casi-compleja  compatible  con  w.  Existe  un
K  E N  tal que  para  todo k    K  se pueden  encontrar  aplicaciones  :  M  —+
C1P2’2  verificando:
•   es una inmersión  (sin  auto intersecciones)  aproximadamente  holo
morfa.
•  [qwFs] =  [kw], donde wFS  es la forma  de Fubini-Study  de CP22.
Obsérvese  que  este  resultado  —sin hacer  referencia  a  la  estructura  casi
compleja— se obtiene  trivialmente  aplicando  la teoría  de clases características
junto  con  la  densidad  de  las inmersiones  (sin  autointersecciones)  cuando  el
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espacio  de  llegada  tiene  suficiente  dimensión.  Lo interesante  es  que  si  por
ejemplo  tenemos  una  foliación  holomorfa  (singular)  de  C1P2n+l, podemos
encontrar  inmersiones  transversas  a  la  misma  a  lo  largo  de  D  y  así  inducir
foliaciones  en M  por  subvariedades  calibradas.
La  sección  8 está  dedicada  al estudio  de formas normales  para  aplicaciones
a  CF’  y los  consiguientes  corolarios  geométricos  para  variedades  calibradas.
Observemos  en primer  lugar  que  incluso  en el caso  de dimensión  par  una
aplicación  r-genérica  aproximadamente  holomorfa  no  tiene  porqué  tener  el
mismo  comportamiento  topológico  que una  aplicación  holomorfa.  Obsérvese
además  que  en caso impar  el propio  comportamiento  de una  aplicación  holo
morfa  genérica  no es  tan  fácil de describir  debido  a la dirección  no holomorfa
que  no  somos  capaces  de  controlar.  Aun  así,  cuando  el  espacio  de llegada
tiene  dimensión  compleja  1,  veremos  que  existe  una  descripción  razonable
(además  sólo  es  necesario  trabajar  con  1-jets).  En  esta  misma  situación  y
en  el  caso  aproximadamente  holomorfo,  es posible  perturbar  ligeramente  la
aplicación  1-genérica çbk:  M  —  Zk  —1. CF’  para  que  tenga  los modelos locales
adecuados,  donde  dicha  perturbación  ocurre  en un  entorno  del  lugar  de  de
generación  del  1-jet.  Sin entrar  en detalles  diremos  que  en esos  puntos,  que
forman  una  subvariedad  de dimensión  1, en principio  el tamaño  reducido  de
la  parte  antiholomorfa  de  la  derivada  no  da  gran  información  pues la  parte
holomorfa,  que  es  la  componente  homogénea  de  grado  1 del  1-jet,  también
se  anula.  La  perturbación  buscada  es  aquella  que  hace  que  en  esos  puntos
también  la  parte  antiholomorfa  se  anule,  y  por  tanto  se  dispongan  de  las
mismas  formas  normales  que  para  funciones  holomorfas.
La  existencia  de  formas  normales  tiene  como  aplicación  la  existencia  de
estructuras  de pincel  de Lefschetz  para  variedades  calibradas  cerradas.
Definición  1.9.  Sea  (M,D,w)  una  variedad  cálibrada.  Una  estructura  de
pincel  de Lefschetz  viene  dada por una  terna  (A,  f, B)  de modo  que:
(1)  A  es una  subvari edad calibrada compacta  de M  de codimensión  real
4.
(2)  f:  M  —  A  —  S2  es  una  aplicación  diferenciable.
(3)  B,  que  se  define  como  el  conjunto  de puntos  en  los  que f  no  es
una  submersión  a lo  largo  de  las  direcciones  de  D,  es  ‘una subva
riedad  calibrada de dimensión  1.  La  imagen  por f  de cada compo
nente  conexa de B  es inmersa  y las intersecciones  son puntos  dobles
transversos  (es  decir, f1B  es genérica).
Además  f  verifica:
•  Para  cada punto  a  e A  existen  z1, ...,  z,  s  coordenadas compatibles
con  w  centradas  en  a  y  una  carta holomorfa  de  de  modo  que
en  una  bola euclídea  del dominio  de la  carta,  A  viene  definido por
la  ecuaciones  z  =  =  O, y fuera  de A,  f(z,  s)  =
•  Para  cada punto  b E  B  existen  z1, ...,  z,  s  coordenadas  compatibles
con  w  centradas  en b  y  una  carta  holomorfa  de CF’,  de  modo  que
f(z,  s)  =  g(s)  + (z1)2 +  (z,  donde  g(O) =  f(b)  y g’(O)  O.
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Fuera  de  los  valores  singulares  f(B),  la  imagen  inversa  de  cada punto
regular  e  es  una  subvariedad  calibrada abierta  de M  —  A.  Debido  al modelo
local  en  los puntos  de A,  es  obvio que  el  cierre  de f’(c)  es  la subvari edad
cerrada  calibrada f’(c)  U A.  Nos  referimos  a  esta  cornpactificación como  a
una  fibra  def.
Sin  entrar  aquí  en  los  detalles  acerca  de  las  cartas  compatibles  con  w
de  la  definición  anterior  (véase  la  definición  8.4),  enunciamos  el  siguiente
resultado.
Teorema  1.10.  Toda variedad  calibrada cerrada  admite  una  estructura  de
pincel  de Lefschetz.
En  la  última  sección consideraremos  el caso específico de foliaciones cali
bradas  y  las variaciones  en  la  teoría  que  son propias  de  este  caso.
Finalmente,  haremos  mención  especial  al  caso  3-dimensional  que  nos
sirvió  como motivación,  reinterpretando  para  él parte  de los resultados  obtenidos.
2.  VARIEDADES  CASI-COMPLEJAS:  ÁLGEBRA  LINEAL,  SUCESIONES
MUY  AMPLIAS  DE  FIBRADOS  Y  SIMPLECTIZACIONES
Definición  2.1.  Sea  (M,  D)  una  variedad con  una  distribución  diferencia
ble.  Una estructura  de variedad casi-compleja  adaptada  a D  es  un  cuarteto
(M,  D, J, g),  donde  g  es  una  métrica,  J  es  una  estructura  casi-compleja  en
D,  y  J  es g1-antisirnétrica.  D  ha  de ser por  tanto  de  dimensión  par.
En  lo  que sigue y  siempre  que no  haya  riesgo  de confusión  omitiremos  la
referencia  a D  como  dato  de partida  ,  llamando  al cuarteto  (M,  D,  J, g)  una
variedad  casi-compleja.
La  g-antisimetría  de J  es usada  para  definir  una  métrica  hermitiana  a lo
largo  de D  mediante  la  fórmula  h(.,.)  =  g(.,.)  + ig(.,  J).
En  general  D  puede  tener  cualquier  dimensión  pero  para  nosotros,  y
de  ahora  en  adelante,  D  tendrá  codimensión  1 o  D  será  todo  el  tangente
(en  cuyo  caso  haremos  mención  explícita).  Las  definiciones  que  vamos  a
dar  extienden  aquellas  de  D.  Auroux  [4] para  variedades  casi-complejas  de
dimensión  par.  También  en  el  caso  impar  impondremos  compacidad  en  M
(no  así  en  el  par).  Salvo  que  digamos  lo  contrario,  de  ahora  en  adelante
siempre  que  nos refiramos  a una  variedad  casi-compleja  ésta  será  impar.
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2.1.  Álgebra  lineal  de  variedades  casi-complejas
Sea  V  un  espacio  vectorial  y  D  un  subespacio  de  codimensión  1 dotado
de  una  estructura  casi-compleja  J.  Estamos  interesados  en  estudiar  funda
mentalmente  los  espacios  de  r-formas  en  V  que  no  son  triviales  cuando  se
las  restringe  a  D.
Denotemos  mediante  p:  V  —÷  D*  a  la  proyección  canónica.  En  V
tenemos  el  subespacio  unidimensional  Ann(D),  que  es  el  núcleo  de p.  Con
sideremos  Vo,  el  complementario  de  Ann(D)  en V*  al que  le  añadimos  el
O  (V*  =  Ann(D)  U V0,  Ann(D)  fl V0  =  {O}).
Podemos  considerar  igualmente  el subconjunto  VDo  en la complexifica
ción  V,  que  contiene  a los subconjuntos  V’°0,  V°’  formados  por  1-formas
cuya  restricción  a  D  es  (lineal)  compleja  y  (lineal)  anticompleja  respecti
vamente,  y  cuyo  único  elemento  comun  es  O.  Otro  modo  de  definir  estos
subconj  untos  es como la  intersección  de  con las imágenes  inversas  de
D*l,O y D*O,l respectivamente  (mediante  p).
Usamos  la  notación  V*®T :=  V  ®  ® V,  v*r  :=  V  O  O V  para
el  producto  simétrico,  y  ArV  para  el  antisimétrico.  De  nuevo  estamos  sólo
interesados  en las  formas  que  no  se  anulan  en  D.  Es  decir,  consideremos  la
proyección  obvia pr:  v*®r —* D®r  y  llamemos  a  su  núcleo  AnnT(D).  A  la
unión  de su  complementario  con el O la denotamos  mediante   Podemos
definir  un  par  de  subconjuntos  V,  y  ArV0  de  r-formas  simétricas  y
antisimétricas  respectivamente,  que  por  definición  son la  imagen  inversa  en
VJ®  de  D*’  y  ArD*.  Si complexificamos, cada  subconjunto  1’!  (resp.
ArVDO)  admite  a  su  vez  otros  subconjuntos  (con  intersección  el  O) de
acuerdo  con  los tipos  determinados  por  la  estructura  casi-compleja.
Asociadas.  a  variedades  calibradas  definiremos  secciones  u,  por  ejemplo
de  los fibrados  D,  y  estaremos  interesados  en  tomar  derivadas  covariantes
de  las mismas.  Lo lógico es usar  la derivada  de Levi-Civita  en T*M  asociada
a  la métrica.  Para  ello,  lo razonable  es asignar  a u  una  sección de TM,  que
necesariamente  estará  en T*MC,DO,  y derivar  esta  última.  Por  supuesto,  el
resultado  dependerá  del  levantamiento  elegido.
Una  manera  de  elegir  estos  levantamientos  es  seleccionar  una  retracción
i:  D*  —÷ V”  para  p, que de modo canónico  define  también  retracciones  para
pr.  Si en V  hay  definida  una  métrica,  asociada  a ésta  se tiene  una  retracción  
cuya  imagen  denotamos  mediante  D*  (las formas  anulándose  en el ortogonal
a  D,  que  denotamos  mediante
Sea   cualquier  otra  retracción,  cuya imagen  denotamos  mediante  ñ.  De
modo  natural  se  tienen  retracciones  r,  r  para  pr.
Partiendo  de  la  descomposición  V  =   Ann(D),  D’ se puede  rep
resentar  como  el  grafo  de  una  aplicación  lineal  1: 15  —  Ann(D),  (D*
(1  + l)(D*)),  y  una  cota  para  la  norma  de  1 vendrá  dada  por  un  cota  in
ferior  para  el  ángulo  L(D*,  Ann(D)).  A  su  vez,  1 induce  una  aplicación
ir:  *®r   Annr(D)  tal  que  (1 + lT)(D*ØT)  =
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Para  los  subespacios  vectoriales  b*   b*®r  y  sus  complexificaciones
podemos  definir  los  subespacios  de formas  simétricas  y  antisirnétricas  como
su  intersección  los  conjuntos   y  ArVJ0,  o  equivalentemente  como  las
formas  en estos  sub espacios que restringidas  a D son simétricas  y antisimétri
cas  respectivamente.  Lo mismo podemos  hacer en las complexificaciones para
definir  los  subespacios  asociados  a  los  tipos  que  define  la  estructura  casi-
compleja  en  D.  En  cualquier  caso, mencionamos  que  la  restricción  de pV a
D*®r  y  D’®”  (y sus  complexificaciones),  las inclusiones  ,  T,  y  la  aplicación
1  +  U:  b*®r   D*®  preservan  todos  estos  subespacios.
Insistimos  en  que  las  componentes  respecto  de  ambas  descomposiciones
están  relacionadas  por  la aplicación lineal I+U.  Por ejemplo si c  E T*M,  de
notamos  a  su  proyección  en D* por  0D  (evaluación  en D),  a su  componente
en  b mediante  aJ,  y  la parte  en i5 por  c.  Para  calcular  ab  a partir  de ci
de  modo  explícito,  consideramos  una  1-forma ds  que  se anule  en D y  valga  1
sobre  un  vector  ¡  ortogonal a  D.  A continuación  elegimos un  vector  Vk  E D
talque  i5 =  Afln(+vk).  Es fácil comprobar  que a  =  aD—a(vk)ds  (resp.
1,0  —  1,0    1,0     0,1 —  0,1      0,1(
—  c1  a  Vk)uS,  c  —  a  —  cED  kVk  8
Es  claro  pues que  la  cota  para  la  norma  de  1 implica  la  existencia  de una
constante  t  positiva  tal  que:
*10     10    *01     01
•  laDi   Icñi, kD  1   ja  1 aJJ   l  1.
10      *10    01      *01
•    1laDl,  lab 1  la  L lab 1 <IçIa  1.
También  hacemos  notar  que  para   E   existe  un  modo  explícito
para  calcular  /3b  en función  de  /3D  sin  más  que  generalizar  la  construcción
citada  para  r  =  1.
2.2.  Fibrados  muy  amplios
Para  controlar  las propiedades  geométricas  de D,  en pri1cipio  localmente,
pero  como más  tarde  se verá  globalmente,  vamos  a pedir  la  existencia  de una
2-forma  cerrada  que  la  domine.  Siendo más  concretos,  dicha  forma  será  la
curvatura  de  un  fibrado  de  línea  hermitiano.  Cuando  D  TM  éste  es  el
concepto  de fibrado  amplio  ya  discutido  en  [4] y que  pasamos  a  generalizar
al  caso impar  del modo  natural.
Definición  2.2.  [3] Dados  c, 6  nu’meros reales positivos,  un fibrado  de  línea
hermitiano  con conexión unitaria  (L, V)  sobre (M, D,  J, g)  es (c, 6) -D-amplio
(o  simplemente  amplio)  si su  curvatura  F  verifica  que iF(v,  Jv)  >  cg(v,v),
Vv  E  D  (y  por  tanto  es  no  degenerada y  un  elemento  de  A2T*MC,D0),  i
1  —  F1Ig  < 8,  donde  la norma  usada  es  la del supremo.
Una  secuencia  (Lk, Vk)  de fibrados  de  línea  hermitianos  con  conexión
unitaria  es  asintóticamente  muy  amplia  (o simplemente  muy  amplia)  si  exis
ten.  constantes  fijas  6,  (C)>o y  una  secuencia ck —*  oc,  tal  que  a partir  de
un  cierto  natural  K,  las  curvaturas  Fk  verifican:
(1)  iFk(v,Jv)    Ckg(V,V),VV  E D
2.  VARIEDADES CASI-COMPLEJAS                  25
(2)  FkID —       <
(3)  V3FkI9 <
Observación  2.3:  Como iFk  E  A2T*MC,Do,  prácticamente  queda  determi
nada  por su restricción  a D.  Al tener  D codimensión  1, existe  necesariamente
un  subespacio  ker Fk  de dimensión  1 transverso  a  D,  tal  que  si Rk  E ker Fk,
Fk(Rk,.)  =  0.
De  ahora  en  adelante  denotaremos  mediante   a  la  retracción  asociada
a  ker Fk,  a  la  que  también  llamaremos  retracción  asociada  a  las  curvaturas
o  a wk  :=  iFk.  Su imagen  será  denotada  por  D*  (las  retracciones  cambian
con  k,  pero  omitimos  dicha  dependencia  en  la  flotación).  Recordamos  que
 sigue  siendo  la  retracción  asociada  a  la  métrica.  Es  evidente  que  iFk  =
iFkb.  Así, la  condición  IiFkIDiFk11j’tg    es equivalente  a  que para  la
descomposición  iFkb  =  iF  +  iFk”  + iFk°’,  las  normas  IiFIg,  IiFlg
estén  mayoradas  por  O(c/2).  Tal  y  como vimos  en el  apartado  2.1, esto  es
equivalente  a  que  para  cualquier  retracción  i,  las  componentes  (0, 2)  y  (2,0)
de  la  proyección  de la  curvatura  en i(D)  a  lo  largo  de Ann(D)  sean  de  ese
mismo  orden.  En  particular,  este  será cierto  para  la descomposición  asociada
a  la  métrica.
Si  seleccionamos una  familia  diferenciable  de cartas  los cálculos  anteriores
pueden  hacerse  usando  la  métrica  euclídea  en el dominio  de dichas  cartas;  el
resultado  son la  misma  clase  de cotas  pero  con  constantes  c  =  Cck,  C >  0.
El  verdadero  significado de las cotas  anteriores  se comprende  tras  reescalar
la  métrica  g definiendo la  familia  g  :=  cg  (o equivalentemente  contrayendo
las  cartas  por  el factor  c”2).  Se obtienen  cotas  iFk(V, Jv)  gk(v,v),  Vv  E
D,  IkID  —  Fk-jIg    8c”2,  IVFkIgk  <  Cc’,  donde  las  constantes
se  transforman  en  en las  cartas  reescaladas  si usamos  la  métrica
euclídea  (en  realidad  las cotas  son mejores en (3) pues  Vr(jFk)  es una  (r+2)-
forma,  pero  el  exponente  —  será  suficiente  para  nuestros  propósitos).
En  las aplicaciones  el punto  de partida  es una  variedad  calibrada  de clase
entera  con  una  estructura  casi-compleja  J  compatible.  Se  usa  la  2-forma
cerrada  w  que  domina  para  definir  el  fibrado  precuantizable  (L, V)  cuya
curvatura  es  —iw.  Dicho  fibrado  es  (1, 0)-amplio  y sus  potencias  tensoriales
L®k  definen  una  sucesión  de fibrados  de línea  muy  amplia.
Para  variedades  calibradas  (impares),  al  ser  la  secuencia  de  curvaturas
proporcional  los  núcleos coinciden  y por  tanto  la  escisión TM  =  D   ker Fk
no  depende  de  k.  Ello nos  permite  definir  la  métrica  g  usando  w  y  J  a  lo
largo  de  D,  y  declarando  el  núcleo  de  w  como  ortogonal  a  D.  En  el  caso
general  esta  secuencia  de  núcleos  no  tiene  por  qué  ser  ortogonal  a  D  (esto
último  no  es  necesario  para  que  la  teoría  funcione).
Pese  a que  nuestra  elección de retracción  es la  asociada  a la  métrica,  para
llevar  a  cabo  construcciones  locales  no tiene  tan  buenas  propiedades  como la
asociada  a las  curvaturas  (al  menos  a primera  vista).  Esta  última  retracción
ha  de considerarse  un  elemento  auxiliar  pues las nociones  a  las que  da lugar
no  son  tan  naturales  como  las  asociadas  a  la  de  la  métrica.  Es  necesario
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añadir  en  este  punto  que  diferentes  retracciones  darán  lugar  a  diferentes
nociones  de  sucesiones  de secciones  A.H.,  con  lo que  puede  ocurrir  que  de
terminadas  escisiones den lugar  a teorías  “ricas” (con muchas  secciones A.H.)
mientras  que  para  otras  escisiones no  podamos  concluir  lo propio.  Veremos
que  en  el  caso  de  las escisiones  asociadas  a  la  métrica  y  las  curvaturas,  las
correspondientes  teorías  A.H.  resultarán  ser  fuertemente  equivalentes  (lema
3.30).                                                -
2.3.  La  teoría  relativa
Además  de  la  teoría  intrínseca  para  variedades  calibradas  es  posible  de
sarrollar  una  teoría  similar  usando  una  construcción  relativa  para  variedades
simplécticas.  Para  ello es  necesaria  una  generalización  de  ciertos  elementos
de  la  teoría  simpléctica  que  permiten  dar  un  tratamiento  especial  a  parte
de  las direcciones  holomorfas,  y  con la  que  se  logrará  reducir  el problema  al
teorema  de  transversalidad  relativa  local  de J.-P.  Mohsen  [43]. Dicha gene
ralización  será  parte  del contenido  de la  presentente  sección,  así  como  de las
secciónes  4,  5 y  6.
Ambas  teorías  tienen  como  corolario  los mismos  resultados  geométricos,
pero  las  complicaciones  técnicas  de  la  intrínseca  son  mucho  mayores.  Una
segunda  ventaja  de  la  teoría  relativa  en  la  que  no  profundizaremos  en  esta
tesis,  es que  posibilita  construcciones  relativas  para  (M,  N, w),  donde  (M, w)
es  una  variedad  simpléctica  cerrada  de tipo  entero  y N  es o bien  una  subva
riedad  simpléctica,  o bien  una  subvariedad  calibrada  (por  w).
Definición  2.4.  Una polarización  de una variedad casi-compleja  (M, D,  J, g)
es  una  distribución  J-compleja  G  c  D.  En  tal  situación  hablamos  de  una
variedad  casi-compleja polarizada.
Aunque  la  teoría  que desarrollaremos  es válida  para  cualesquiera  varieda
des  casi-complejas  polarizadas,  siempre que nos refiramos a éstas  asumiremos
que  tienen  dimensión  par.  El  lector  interesado  podrá  comprobar  fácilmente
la  validez  de esta  afirmación.
Las  variedades  calibradas  (M, D, w, J)  (en principio  co-orientadas)  pueden
ser  “simplectizadas”  de modo  no canónico  (usando  por  ejemplo  una  métrica
sí  es  canónico).  Para  ello elegimos  una  1-forma fi  cuyo núcleo  sea  D.  En
Mx  [—1, 1] definimos   =  w + d(t/3),  donde  w (resp.  fi) es el puliback  de la
2-forma  (resp.  1-forma)  en M,  y  t  la  coordenada  en  (—1, 1).  Se  comprueba
que  fl  es  no  degenerada  en  M  x  [—e, e].  Extendemos  J  de  modo  que  envia
el  vector  unitario  ortogonal  a  D  con  orientación  positiva  a  ,  y  haciéndolo
independientemente  de la coordenada  t.  Igualmente,  D se extiende  a una  po
larización  de codimensión  1 (compleja)  independiente  de t,  y g a  una  métrica
para  la que  -  es  ortogonal  a  M  x {t}  (conservamos la notación  original  para
las  extensiones).  De  hecho  esta  métrica  sólo es  adaptada  en  M  x  {0}, pero
verifica  Q(v, Jv)  >  ag(v,  y)  para  cierta  constante  a >  0,  lo cual  es suficiente
para  nuestros  propósitos.  El fibrado  tangente  de M  x  [—1, 1] es  suma  directa
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de  los  subfibrados  complejos  D  y D1,  donde  la  perpendicularidad  se refiere
o  bien  a  la  métrica  extendida  o bien  a  la  métrica  hermitiana  inducida  (pues
la  extensión  de  J  es g  antisimétrica).
Si  lo  que  tenemos  es  una  sucesión  (Lk, Vk)  —÷  (M, D, .1, g)  de fibrados
muy  amplia,  con  la  extensiones  citadas  de  J  y  g,  haciendo  pullback  de  la
sucesión  Lk  a  M  x  [—1, 1]  y  usando  las  conexiones  Vk  Vk  +  I3k,  con
/3k  :=  ck/3  (siendo  más  estrictos  consideramos  el  puliback  de  (Lk, Vk)  y  se
tensoriza  con  el fibrado  trivial  con forma  de conexión  it/3k),  obtenemos  una
sucesión  de  fibrados  muy  amplia.  En  realidad,  de  los  tres  términos  de  la
curvatura  —Fk, idt A /3k  ,  itd/3k—  es  este  último  el  que  nos  obliga  a  trabajar
para  cada  k  en  la  variedad  M  x [—Ek, Ek],  con  k  :=  cke (pues  en esa  región
tiene  g-norma  de orden  c/2).  Siendo precisos  es necesario  —al menos para  la
construcción  inicial  de  secciones de  referencia— trabajar  para  todo  k  en  un
entorno  fijo de la forma  M x [—e, e]; en dicha  construcción  la condición  (2) de
la  definición  2.2 sólo se emplea  en el  punto  en  donde  la  carta  está  centrada,
dónde  sí se  verifica.
Por  tanto,  vemos  que  a  partir  de  una  sucesión  muy  amplia  de  fibra-
dos  de  línea  sobre  una  variedad  casi-compleja  impar  (M, D, J, g)  podemos
asociar  (de  modo  canónico)  una  sucesión  muy  amplia  de  fibrados  de  línea
sobre  una  sucesión  de  variedades  casi-complejas  pares  polarizadas  (M  x
[—ek,ek],J,g,D)  (ó M  x  [—e,e], según  lo que  queramos  obtener).
3.  TEORÍA  LOCAL:  MODELOS  LOCALES,  CARTAS  ADAPTADAS  Y  SEC
CIONES  DE  REFERENCIA
3.1.  El  modelo  local
En  el  caso de  dimensión  par  (y sin  polarización),  el  modelo  de  referencia
es  el  de los fibrados  de línea  positivos  sobre  variedades  Káhler,  y la  filosofía
general  es que  cualquier  desviación  del  modelo  Kiihler  local  cuyo tamaño
—  una  vez se reescala  con factor  c112  y empleando  la métrica  euclfdea en una
bola  euclídea  de  radio  0(1)— es  menor  que  O(c112),  todavía  hace  posible
la  construcción  de  “suficientes” secciones aproximadamente  holomorfas.  La
primera  desviación  y más  esencial es  la  de la  estructura  casi-compleja.
Sin  ser  muy  precisos  de momento  diremos  que  una  sucesión  de secciones
de  un determinado  fibrado o,  más generalmente,  otros  objetos  como distribu
ciones,  satisfacen  una  propiedad  en  el  sentido  aproximado,  si  para  todo  k
mayor  o igual  que algún K  la  desviación  a la hora  de cumplir  dicha propiedad
(normalmente  dada  en  términos  de  una  igualdad)  es,  medida  en la  métrica
9k,  a lo sumo  del  orden  O(c112).  Es posible  también  hablar  de propiedades
locales  en  el  sentido  aproximado.  En particular  para  una  elección de  cartas
coordenadas  centradas  en cada punto,  podemos  elegir  en cada  carta  “modelos
locales”  con  los que  comparar.  Un ejemplo de la  citada  situación  es el de una
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estructura  casi-compleja  arbitraria  J  (pensada  como sucesión  constante).  Si
se  la  compara  en  cartas  adecuadamente  elegidas  con  una  integrable  J0,  re
sultará  estar  a  distancia  menor  de  O(c1”2)  (medida  del modo  adecuado),  y
por  tanto  diremos  que  es  aproxirnadarn ente  integrable.
Otra  desviación  permitida  es  considerar  conexiones  cuya  curvatura  es
aproximadamente  de tipo  (1, 1)  (la condición  (2)  en la  definición  2.2, que ya
aparece  en  [3]).  En  realidad  como  en  el  caso  integrable  dar  una  conexión
unitaria  con  curvatura  de  tipo  (1, 1)  es  equivalente  a  poner  una  estructura
compleja  integrable  en  el  espacio  total  del  fibrado,  una  vez que  se  permite
integrabilidad  aproximada  en la  base  parece  razonable  debilitar  también  los
requerimientos  para  el  espacio  total.
En  el  caso  de  dimensión  impar  el  modelo  global  (es decir,  la  situación
en  la  que  J,  D  son  integrables)  es una  variedad  con una  foliación  por  hojas
complejas  de codimensión  (real)  uno.  Es  más,  realmente  es suficiente  con  un
modelo  local.  Para  él pedimos  la  existencia  de cartas  C  x R adaptadas  a la
foliación  en las  que  la  estructura  compleja  en las  hojas  C x  {s}  es integrabe
y  constante  con  respecto  a  la  coordenada  real  o  coordenada  vertical.  En
cuanto  al fibrado  de línea  la  curvatura  de la  conexión  tiene  que  ser positiva
en  cada hoja  y ha de definir, en las cartas  anteriores,  una  estructura  compleja
integrable  constante  en  la  coordenada  vertical  (usando  una  trivialización
adecuada  del  fibrado);  dicho  de  otro  modo,  la  curvatura  tiene  que  ser  de
tipo  (1, 1)  e  independiente  de la  coordenada  vertical.
Análogamente  al  caso  par  podemos  permitir  estructuras  casi-complejas
que  sean  integrables  y  e  independientes  de  la  coordenada  real  en  el  sen
tido  aproximado,  e igualmente  conexiones con  curvaturas  aproximadamente
de  tipo  (1, 1).  Pero  al  igual  que  ocurre  con  las  estructuras  casi-complejas,
toda  distribución  D  C  TM  (pensada  como  sucesión  constante)  es  aproxi
madamente  integrable,  i.e.,  para  una  elección  de  cartas  apropiadas  y  una
foliación  modelo  adecuada,  la  distancia  entre  D  y la  foliación modelo  es  de
orden  O(c112).  Por  tanto  tiene  sentido  considerar  distribuciones  D  en  vez
de  foliaciones.  En  realidad  hay  un  punto  delicado  que  conviene clarificar.  Si
pretendemos  obtener  una  teoría  análoga  a  la  de dimensión  par  pero  foliada,
en  el modelo  local integrable  sólo nos  interesa  que  la  restricción  a cada  hoja
de  la  curvatura  sea  de tipo  (1, 1) y que  no  dependa  de la  coordenada  vertical
s.  Por  los resultados  del  apartado  2.1, las dos  condiciones  citadas  equivalen
a  que  para  cualquier  retracción  independiente  de  la  coordenada  vertical,  la
correspondiente  proyección  de la  curvatura  tenga  estas  dos propiedades.  Di
cho  de  otro  modo,  en  nuestro  modelo  no  es  estrictamente  necesario  que  la
dirección  vertical  generada  por   esté  en  el  núcleo  de  la  curvatura,  i.e.,
no  es  problemático  que  la  curvatura  tenga  componente  vertical  (la  que  in
cluye  al  factor  ds)  no nula.  Aun  así,  reiteramos  que  disponer  de  esta  última
propiedad  es muy  conveniente  para  los  cálculos  locales
Un  último  modo  de  resumir  lo  anterior  es  decir  que  la  teoría  impar  lo
cal  modelo  es  una  teoría  foliada  que  no  lleva  asociada  la  elección  de  una
distribución  unidimensional  transversa.
En  presencia  de  una  polarización  G  C  TM,  el  correspondiente  modelo
sería  el  ya  descrito  pero  con  una  foliacióri holomorfa  suplementaria  Ç cuyo
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ortogonal  hermitiano  es  también  integrable,  con  cartas  locales  de modo  que
C’  descompone  como C9 x  correspondiendo  a las foliaciones  Ç x
y  verificándose  que  la  estructura  compleja  restringidas  a  las  hojas  de  Ç no
dependen  de las  coordenadas  distinguidas  z91,  ...,  z  (y que la  curvatura  es
positiva  en  las hojas  de Ç).
Por  lo dicho anteriormente  sobre la integrabilidad  aproximada  de cualquier
distribución,  es lógico  que  en la  definición  de variedad  casi-compleja  polari
zada  G  pueda  ser  una  distribución  casi-compleja  cualquiera.
Es  necesario  hacer  notar  que  la  teoría  relativa  se  aplicará  a  variedades
casi-complejas  pares  con  sucesiones  de  fibrados  (en  principio  de  línea)  muy
amplios.  Las  polarizaciones  serán  un  elemento  auxiliar  a  las que  se  asociará
otras  sucesiónes  de fibrados  muy  amplios.  Para  poder  encontrar  aplicaciones
de  la  teoría  en  estos  fibrados  necesitaremos  ciertas  descripciones  locales que
incluyen  a  la  polarización.
Definición  3.1.  El modelo Káhler,  o plano,  o integrable es el dominio  Cx1R
con  coordenadas  {z’,...,z,s},  con  la estructura  compleja  J0  standard  a  lo
largo  de las hojas  y la métrica  euclídea go.  En cuanto  al fibra do de li’nea, tiene
que  admitir  una  trivialización  unitaria  de  modo  que  la forma  de  conexión
tenga  la expresión  A0 =    —2dz).  En  tal situación  la curvatura
es  —iwo =   dz.j A d2  (!no su  restricción  a cada hojaj)  y su  núcleo por
tanto  es la  dirección vertical.  La  métrica  euclídea  está  determinada  en  cada
hoja  pues go(,.)  =  w0(., J0)  (y  el ortogonal a la distribución  horizontal  viene
dada  por  kerwo).  La  foliación  holomorfa  con  hojas  C  x  {s}  es  llamada
foliación  horizontal  y  se  denota  por Dh.
Si  hay  una polarización  se pide  una  descomposición  C7  =  x  C’9
Para  una  sucesión  Ck  —*  00  el  modelo  reescalado es  aquel  con  la  misma
carta  y  estructura  compleja,  métrica  9k  =  ckgo  y forma  de  conexión  Ak  =
ckAo.  Se  comprueba que la  contracción del dominio  con factor  c112  lleva  el
modelo  plano  en  el modelo  reescalado.
Notamos  que en nuestro  modelo  Káhler  pedimos  una  condición para  w, y
no  para  su  restricción  a  las  hojas.  Podríamos  haber  considerado  una  defini
ción  más  débil  tomando  la  2-forma  foliada,  e  incluso  considerar  en  vez de
2-formas  cerradas  globales,  2-formas  foliadas  cerradas.  Localmente  no  hay
problema  en  proceder  así,  pero  sí  globalmente:  para  una  2-forma  foliada
cerrada  no  existe  fibrado  precuantizable  en  el  que  buscar  secciones aproxi
madamente  holomorfas  (en  realidad  hay  un  tipo  de  estructuras  de  Poisson
para  las que  sí hay  fibrado,  pero  no forma  de  conexión cuya  curvatura  sea  a
lo  largo  de las  hojas  la  estructura  de  Poisson).
Tendría  sentido  debilitar  la  condición  relativa  a  la  curvatura  si pudiése
mos  lograr  así  otra  propiedad  interesante.  Por  ejemplo hacer  que  la dirección
vertical  fuese  la  ortogonal  a  la  distribución  para  la  métrica  inicial  g;  pero
esto  no  es  posible  lograrlo  en  general  mientras  que  sí  seremos  capaces  de
obtener  cartas  muy  parecidas  al  modelo  local descrito.
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3.2.  Cartas  adaptadas,  cartas  r-comparables  e  igualdades  en
el  sentidó  aproximado
Un  elemento  esencial  de  la  teoría  es  mostrar  la  existencia  de  cartas  y
trivializaciones  de  Lk  que  coinciden  aproximadamente  con  el modelo  plano.
También  es necesario  dar  una  definición más precisa  de lo que es una  sucesión
aproximadamente  plana  de  objetos  (secciones,  distribuciones,...).
En  primer  lugar  trataremos  el  caso del espacio  base  (M,  D, y)  sin referen
cia  alguna  ni a  la estructura  casi-compleja  ni a  los fibrados.  El  motivo es que
estamos  interesados  en encontrar  determinadas  cotas  para  una  secuencia  de
secciones  y sus  derivadas  covariantes,  y  pretendemos  poder  computarlas  en
dichas  cartas  usando  la  métrica  y  distancia  euclídea,  así  como  su  derivada
covariante  asociada  d  (y también  la  escisión en  coordenadas  horizontales  y
vertical).
De  hecho,  podemos  suponer  como dato  la  sucesión  de variedades  rieman
nianas  (M,D,gk),  congk  :=ckg.
Definición  3.2.  Dada  (M,  D, gj),  una  familia  adaptada  de  cartas  es  un
conjunto  de aplicaciones ‘/‘k,t.:  (C  x IR, O) —+ (Uk,,  x),  para (k,  x)  E N x  M,
que  verifican.
(1)   Dh(O)
(2)  Para  k  mayor  que  algún  K,  existen  constantes  ‘y, Po  >  O,  con
1                          —1                    1/2go   g    ‘ygo, y  tal  que  IV/k,XIgk  0(1)  en  Bg(x,pock  )•
En  particular  p  >  O tal  que  dk(x,y)    I4()I    pdk(x,y),
d(x,y)    lsk(Y)Í <pdk(x,y)  en la misma  bola, donde 
son  las  funciones  coordenadas  para  las  cartas  /k,x.  De  ello  se
sigue  en  particular  que  Bgk(x,  )  C  /)k,X(B90(O,r))  c  B9,jx,pr),
r  E  (O,c/2).
Las  derivadas  de  O  de la  condición (2) en la  definición 3.2 se computan
usando  la  conexión  de Levi-Civita  asociada  a y, y  dk es la distancia  asociada
a  9k
El  enunciado  que  relaciona  la  9k-distancia  y la  norma  (distancia  go)  im
plica  que  las  medidas  de  una  sección  en  una  determinada  bola  Bgk (x,  2,o)
son  —salvo una  constante  C1 independiente  de  k  y x— aquellas  del pullback
de  la  sección  sobre  la  bola  euclídea  B(O, 1)  y  usando  g.  La  situación  es
similar  para  las derivadas  covariantes.  Las cotas  en las derivadas  covariantes
de   (que  a  su  vez equivalen  a  cotas  en la  derivada  de  1J  y  en los  sím
bolos  de  Christoffel  y  sus  derivadas  usuales  en  la  carta)  implican  que  cotas
en  norma  cr  del  puliback  de  la  sección  de  orden  O(c112)  con  respecto  a
la  conexión  plana  d y  medidas  con  gç,  son equivalentes  a  la  misma  clase  de
Crcotas  para  la  sección usando  la  conexión  de Levi-Civita  asociada  a  g  (ó
g)  y  midiendo  con la  métrica  9k  Es  más,  para  polinomios  Pr,  C”cotas  de
orden  Pr(dk(x,y))O(c2)  en  una  bola  de  y-radio  fijo  centrada  en  x  me
didas  usando  la  conexión  de  Levi-Civita  asociada  a  g  y la  métrica  9k,  son
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equivalentes  a  cotas  Qr(j(Zk,  sk)DO(ckV2),  donde  Qr es otro  polinomio  y las
cotas  se  han  obtenido  para  el puliback  de la  correspondiente  sección  en  una
bola  euclídea de radio O(c/2)  usando  la  métrica  euclfdea y  la  derivada  d  (es
decir,  todos  los elementos  métricos  asociados  al  modelo  plano).
Siempre  se  pueden  encontrar  cartas  adaptadas.  Basta  hacerlo  para  i,X
(fijamos  ci  =  1  de  modo  que  gi  =  g),  lo  cual  es  elemental:  se  construyen
cartas  dependiendo  de modo diferenciable en x y haciendo  que D coincida con
Dh  en el origen.  Finalmente,  se  reescalan  las cartas  obteniendo  coordenadas
1/2            1/2
Zk=Ck  Z, Sk_Ck  S.
El  único  punto  a  comentar  es  que  para  que  las  distancias  asociadas  a
g  y  go  sean  comparables  no  es  necesario  que  las  métricas  coincidan  en  el
origen.  De hecho  abundaremos  en este  tema  en el  próximo  punto,  en  el que
introducimos  una  clase  de cartas  con  propiedades  un  tanto  más  débiles  que
las  cartas  adaptadas.
Cartas  r-comparables.  Como ya comentamos,  las cartas  adaptadas  son una
herramienta  útil  para  hacer  ciertas  estimaciones  usando la métrica  y conexión
euclídea.  Dependiendo  de  las  estimaciones  que  queramos  hacer  podemos
estar  interesados  en garantizar  la existencia  de  otro  tipo  de  cartas.
Sea  A  un  endomorfismo  invertible  del  espacio  euclídeo  n-dimensional.
Denotemos  por  A(S”’)  el elipsoide  imagen  de la esfera  unidad.  Una norma
vectorial  para  A  viene  definida  por  el máximo  de las  normas  de los vectores
en  A(S”’)  (la  de  su  mayor  singular),  que  denotamos  mediante  hAll. La
norma  de la  inversa  resulta  ser  1/d(A(S”),  O).
Una  acotación  por  una  constante  ‘y tanto  para  A  como  para  su inversa
será  denotada  mediante  <  IAl  <  ‘y.  Lo  cierto  es  que  para  acotar  A
inferior  y  superiormente  basta  encontrar  una  de  las  cotas  para  A  y  la  otra
para  det(A),  pues el determinante  es el volumen del elipsoide  (se pasa de una
cota  para  la  norma  a  otra  para  el  determinante  y  viceversa  usando  ciertas
funciones  que  sólo dependen  de la  dimensión).
En  caso  de tener  una  métrica  g podemos  escribir  la  correspondiente  ma
triz  A9  en  términos  de  una  base  euclfdea  ortonormal  {ei,  ...,  e,}  (A9,
g(ej,  e)).
Definición  3.3.  Definimos   como la  norma  de A9  en  una  base enclídea
ortonorrnal  cualquiera.  Se  comprueba que la  norma  así  definida  no  depende
de  la base elegida.  La  expresión     ‘y será  equivalente  a   hA9 II 
‘y  (también  usaremos  go   g  ‘ygo, tal y  como hicimos  en  el punto  (1)  de
la  definición  3.).
Se  puede  usar  una  noción  diferente  de norma  para  g  tomando  la  norma
euclídea  de una  transformación  enviando  una  base  g-ortonormal  en una  base
euclídea  ortonormal.  De  nuevo  no  depende  de la  elección de  bases.
Es  posible  ir  de  cotas  inferiores  y  superiores  para  una  de  las  normas
a  la  otra:  si  A9  es  la  matriz  simétrica  representando  la  forma  bilineal  g
y  Q una  transformación  enviando  una  base  g-ortonormal  a  una  euclídea
32          1. LA  GEOMETRtA  DE  LAS VARIEDADES CALIBRADAS
ortonormal,  se  tiene  A  =  QQt.  Como  consecuencia  es  suficiente  relacionar
una  de  las  cotas  y  hacer  lo  propio  con  la  otra  mediante  el  determinante
usando  la  relación  det(A)  =  det(Q)2.
Si  miramos  a  las  métricas  como formas  bilineales,  otra  noción  de  cotas
inferiores  y  superiores  para  g  es  la  existencia  de  una  constante  ‘y tal  que
 <g(v,  y)   ‘y, donde  y  es un  vector  de la  esfera euclídea  unitaria.
Estos  tres  modos  de  acotar  una  métrica  inferior  y  superiormente  son
equivalentes  en  el  sentido  de  que  existen  funciones  dependiendo  sólo  de  la
dimensión  del  espacio  que  transforman  cotas  de  una  de  las  definiciones  en
cotas  para  cualquiera  de las  otras.
Definición  3.4.  Sea  (9a)EA  una  familia  de  métricas  definidas  en  un  en
torno  Uc, del origen  de 1W”. Se  dice que la familia  (g)EA  es comparable con
la  euclz’dea si  existen  números  positivos  ‘y,po de modo  que B90(O,po) C  U.  y
  g   ‘yg  en  todo punto  de B90(O,po) y  para  todo a.
Para  cualquier  r  E  N+,  decimos  que  la familia  es  comparable  con  la
euclídea  a orden r  si es  comparable y la norma  de los  símbolos de  Christoffel
—computados  con  la  base ortonormal  paralela usual— y  la  de  sus  derivadas
parciales  hasta  orden  r —  1  están  acotadas por  ‘yr  en  todos  los puntos  de  la
bola  B90(O,po)  y para  todo a.
Observación  3.5:  En  general  para  una  variedad  abierta  fija, la  existencia  de
cartas  centradas  en cada  punto  x  E M  de modo que  el pull-back  de g a cada
carta  de  lugar  a  una  familia  de  métricas  9x  comparable  a  la  euclídea  no  es
automática.  Una  condición suficiente  es  la  existencia  de cotas  globales  para
el  tensor  curvatura.  La razón  es que si por  ejemplo se pretenden  usar  coorde
nadas  normales,  necesitamos  información  sobre  la  curvatura  para  entender
la  diferencial  de  la  exponencial  según  nos alejamos  del punto  del  que  emana
la  carta.
La  clase  de  familia  que  tenemos  en  mente  es  A  =  {x  E  UkEN  Mk},
donde  (Mk,  9k)  es  una  familia  de  variedades  riemannianas.  En  particu
lar,  si  (Mk, 9k)  =  (M,  ckg),  con  M  compacto,  es  fácil  construir  familias
r-comparables  de  cartas  (en  este  caso  los requerimientos  no  son  para  todo
(k,x)  sino para  todo  (k,x)  con  k  mayor  que  un  cierto  K).
La  primera  propiedad  que  nos  interesa  aquí  es  que  para  una  familia  de
funciones  f  definidas  en  cartas  r-comparables,  cotas  de  orden  0(1)  para
V1f  en  B90(O,po)  equivalen  a  cotas  del  mismo  orden  para  las  derivadas
parciales  de  f  hasta  orden  r —  1.  También  para  cartas  comparables,  tal  y
como  indicamos  al final  del apartado  anterior,  podemos  usar  g 6 go  indistin
tamente,  e igualmente  cOn sus  distancias  asociadas.
En  segundo  lugar  y  para  r   1,  si tenemos  un  subespacio  lineal  V  c
Bg0(O, po)  podemos  comparar  entornos  tubulares  de  V  para  g  y  go  Y  lo
que  es  más  importante,  en  estos  entornos  podemos  comparar  el  transporte
paralelo  de V  usando  ambas  métricas.  El motivo es que dicho transporte  está
controlado  por  los  símbolos  de  Christoffel;  una  cota  para  ellos  nos  permite
estudiar  cómo las  geodésicas transversales  a V  difieren,  y cuánto  modifica  V
(como  tangente  al propio  V  en cada uno de sus  puntos)  el transporte  paralelo
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a  lo largo  de  las geodésicas  según  éstas  evolucionan  (de  hecho  a  lo largo  de
curvas  cuyas  primeras  y  segundas  derivadas  tengamos  controladas).
Retomamos  nuestra  variedad  casi-compleja  (M, D, J, g) y las cartas  adap
tadas.
Además  de ser un  instrumento  útil para  estimar  tamaños,  las cartas  adap
tadas  nos permiten  dar  tanto  una  caracterización  de igualdades/propiedades
aproximadas,  como una  definición  precisa  cuando  comparamos  con modelos
locales.  Obsérvese  que  la  definición dada  al  inicio  del  apartado  3.1 es válida
cuando  comparamos  con  objetos  definidos  globalmente  pero  no  es del  todo
precisa  cuando  tenemos  que  comparar,  por  ejemplo,  distribuciones  en la  va
riedad  con  otras  distribuciones  planas/integrables  que  sólo  están  definidas
localmente  usando  cartas.
Nuestro  objetos  serán  secciones de  determinados  fibrados.  Más concre
tamente  serán  sucesiones  de  secciones de  fibrados  ortogonales  o hermitianos,
cuyo  prototipo  es  la  sucesión  E  0  (F  ® Lk),  donde  (Lk, Vk)  es  una  suce
sión  muy  amplia  de fibrados  de línea,  (F, V)  un  fibrado  hermítico  arbitrario
y  E  es  un  fibrado  construido  a  partir  de  TM  mediante  complexificación,
dualización,  sumas  directas,  productos  tensoriales,  productos  simétricos  y
antisimétricos  (estos  dos  últimos  en  los  factores  asociados  a  T*M).  Pode
mos  reemplazar  E  por  el fibrado  construido  con las mismas  operaciones  pero
empezando  con D en vez de TM.  De nuevo,  como querremos  estimar  normas
para  sus  derivadas  necesitaremos  verlo como  un  subfibrado  de  E;  usaremos
la  notación  ED  (resp.  ED)  si usamos  la  escisión  dada  por  la  métrica  (resp.
las  curvaturas)  con  la  conexión  obvia  inducida  por  la  de  Levi-Civita.  El
subfibrado  ED  (resp.  E)  tiene  un  subfibrado  canónico  complementario  en
E,  sin más que considerar  la  correspondiente  dirección  complementaria  a  D
en  TM  y Ann(D)  en T*M.
Un  primer  ejemplo  es  el  tensor  J  E  F(D  0  D*),  donde  la  sucesión  de
fibrados  es constante.  Una  vez extendido  por  ceros,  dará  lugar  a los tensores
Jk  E  F(D  O D*)  c TM  0  T*M  (una  sucesión  que  no  varía  con  k)  y  Jk  E
F(D  0  D*)  c  TM  O T*M  (esta  vez la  sucesión  sí varía  con  k).  A la  hora
de  tomar  las  sucesivas  derivadas  tenemos,  en  cada  uno  de  los  dos  casos,
dos  opciones.  La  primera  es  ir  tomando  derivadas  sucesivas  (derivada  en
E),  y la  segunda  es  usar  la  correspondiente  escisión para  proyectar  sobre  el
subfibrado  correspondiente  (paralelamente  al  complementario)  y  ahí  tomar
la  siguiente  derivada  (derivada  en  ED  o  en  Es).  Los  cuatro  procesos  dan
normas  diferentes,  pero  veremos  que  bajo  una  determinada  condición —que
nuestros  tensores  siempre  cumplirán— las estimaciones  que perseguimos  serán
equivalentes  tanto  para  la  derivada  en  ED  como  para  la  derivada  en  E,  y
para  ambas  extensiones.  Si no  indicarnos  lo contrario  usaremos  la  derivada
enE.
Las  sucesiones  de  tensores  de  fibrados  E  (resp.  ED  o  en  E)  vendrán
asociadas  a  información  de la  variedad  base  (M,  D, J, g),  sin hacer  referencia
a  sucesiones  de fibrados  amplias.
Un  segundo  ejemplo  viene  dado  por  una  sucesión  de secciones  Tk  de  Lk.
Si  derivamos,  obtenemos  Vrk  E  F(T*M  0  Lk).  Su  restricción  a  D  tendrá
componente  antiholomorfa  que  se puede  ver como una  sección  de D*O,l O 
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Definición  3.6.  Sea Ek  una  sucesión  de fibrados unitarios  u ortogonales  con
conexión  compatible  V,  y  sea Tk  una  sucesión  de secciones  de los  mismos.
Se  dice que Tk  se anula en  sentido aproximado  (o que es aproximadamente
nulo)  hasta  orden r,  y se  denota  mediante  Tk   O, si para todo k  mayor  que
un  cierto  K  las  siguientes  desigualdades son  satisfechas:
VTkIgk   O(ch/2), j =  O, ...,r,
donde  las  derivadas  de  orden  superior  usan  la  conexión  de  Levi-Civita  en
T*M.
Cuando  la propiedad anterior  es  cierta para  todo r  hablamos  de igualdad
aproximada  y  lo denotamos  por Tk  O.
Observación  3.7:  En  primer  lugar,  observamos  que  si  Ek  es  una  sucesión
constante  E  (resp.  ED  o en E)  como las descritas  anteriormentes,  una  vez
elegida  una  familia  de cartas  adaptadas  el enunciado  anterior  es  equivalente
a
*            —1/2
-—(?/‘k,Tk)     O(ck  ), p —  (Pi,  ...,p2n+1),  II  —  Pi+  +P2n+i,  PI  r,
Xk
en  los puntos  de BgØ(O, 0(1))  independientemente  de k y x,  donde  4...,  X1
son  las  coordenadas.  Además  si los tensores  Tk  son secciones del  subfibrado
ED  (resp.  Efl),  se  puede  dar  una  definición  análoga  usando  la  derivada
covariante  en  ED  (resp.  en  Eh).  Veremos  más  adelante  que  bajo  ciertas
condiciones  que  nuestros  tensores  siempre  cumplirán  ambas  definiciones  son
equivalentes.
Usaremos  familias  de cartas  adaptadas  con  propiedades  adicionales.
Definición  3.8.  Una familia  de  cartas  es  adaptada  a g  cuando  ademós  de
ser cartas adaptadas, el campo de vectores ¡-  genera el ortogonal  D.
Similarmente,  hablamos  de cartas  adaptadas  a wk  cuando   genera el
núcleo  de wk  (para k  suficientemente  grande).
Es  evidente  que  siempre  se puede  disponer  de cartas  adaptadas  ag  pues
la  escisión dada  por  la métrica  no  varía  con  k.  Basta  obtenerlas  para  k  =  1
y  reescalar.
Para  demostrar  la  existencia  de  cartas  adaptadas  a  wk  es necesario  ver
cuál  es  la  relación  entre  ambas  escisiones.  Dicha  relación  está  codificada  en
las  cotas  impuestas  en wk,  que  controlan  la variación  de ker wk.  En  cualquier
caso  recordamos  que  para  variedades  calibradas  ambas  coinciden.
Llamemos  Rk  a  un  vector  gk-unitario  en  el  núcleo  de  wk.  Dicho  vector
(salvo  signo)  será  en  principio  local,  si  la  variedad  no  es  co-orientada.  El
dominio  C”  x  R  de  una  carta  1k,x,  por  ejemplo  adaptada  a  g,  tiene  una
orientación  natural  definida  mediante  la  de  C’1 más  el  campo  local  —.  Si
(M,  D,  J, g)  está  orientada,  se  pueden  tomar  las  cartas  de  modo  que  la  an
terior  orientación  local  coincida  con  la  de  la  variedad.  Por  tanto,  en  dicho
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caso  Rk  tendrá  componente  vertical  positiva.  En  el no  orientable,  si quere
mos  eliminar  la ambigüedad  elegimos Rk  localmente  con componente  vertical
positiva.
Lema  3.9.  La  cota  WkIgk <  0(1)  implica  que L(kerwk,D)  > e  >0,  para k
mayor  que un  cierto  K.
Las  desigualdades  IVwkIgk <  O(c”2),  j    1  implican  IVRkIgk  
O(Ç112),  j    1  (también para  k  mayor  que un  cierto  K).
PRUEBA.  Supongamos  en  primer  lugar  que  la  primera  afirmación  es
falsa.  Ello supondría  para  cualesquiera  K  y 6 >  O la  existencia  de  un  punto
Xk,5  E  (M, 9k),  k  > K,  para  el cual,  si llamamos  vk a la proyección  ortogonal
de  Rk  sobre  Dxks,  se tendría  IVkIgk >  1 —  6  y  Ivk — RkIgk <  6,  lo que  impli
caría  Wk(Vk,  JVk)    (1 —  5)2  y  por  tanto  Wk(Vk,  JVk)  =  Wk(Vk  —  Rk,  JVk),  y
(1_5)2kkI9k>  (IIJIIY
En  cuanto  a la segunda  afirmación,  fijamos cartas  adaptadas  a g y {ei,
e2+1}  una  trivialización  ortonormal  de  TM  para  la  métrica  gi  (e,i  es
ortogonal  a  D),  y  tal  que  IV’eiIgk  O(c”2).  Basta  con  trabajar  en  una
bola  de 9k-radio  fijo.
Recordamos  que  puesto  que  V  es  la  conexión  de  Levi-Civita,  VXRk  es
ortogonal  a  Rk.
Vwk(Rk,  e,.)  =  d(wk(Rk,  ei))  —  O)k(VRk, e)  —  Wk(Rk,  Ve)  =
=  jwk(VRk,ei)19k 
Como  VXRk  está  alejado  del núcleo de wk, de las cotas para  wk  junto  con
el  hecho de estar  minorada  en D por un  múltiplo  de la métrica  se sigue la cota
buscada  para  IVRkIgk. De hecho las cotas  para  IVTwkIgk, para  IV2Rkjgk,O 
j  <r —  1  y la minoración  por  un  múltiplo  de la  métrica,  garantizan  aquellas
para  la  componente  de  V’Rk  ortogonal  a Rk.  En  cuanto  a  la  proporcional  a
Rk,  se observa  que  de O =  V’(Rk,  Rk)  se puede  concluir  que  su  tamaño  está
medido  en función  de los productos  interiores  de la forma  (VSRk,  VtRk),  O <
s,t  s+t=r.                                              O
De  este  resultado  se sigue que podemos  usar  o bien la métrica  9k,  o bien la
métrica  gk restringida  a D junto  con Rk,  y se obtienen  cotas  del mismo orden
(son  sucesiones  de  métricas  comparables).  En  cálculos  locales  (para  k  sufi
cientemente  grande)  se puede  usar  indistintamente  las  bases  {ei,..•  ,
ó  {e,••  , e,,  Rk},  pues  para  ambas  todos  los  campos  locales  tienen  sus
derivadas  acotadas  por  O(Ç112).  Es  más,  podemos  conseguir  cartas  adap
tadas  a  Wk.
Antes  es necesario  dar  una  definición de proximidad  entre  distribuciones.
Un  modo natural  es describir  una distribución  como el grafo de una aplicación
de  la otra  en una  coordenada  transversa  y estimar  la  norma  de la  aplicación.
En  nuestro  caso,  y  para  otros  propósitos,  queremos  tener  un  concepto  de
proximidad  entre  distribuciones  de dimensión  diferente.  Para  ello recordamos
los  conceptos  de ángulo  máximo  y mínimo  empleados  en  [46].
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Definición  3.10.  Sea W  un  espacio vectorial  con producto  interior  de modo
que  se  puede  medir  el  ángulo  L(u,v)  para  vectores  u,v  E  W.  Para  U  E
Gr(p,W)  y  V  E  Gr(q,W)  p,q  >0,  se  define  /M(U,V),  el  ángulo máximo
de  U  con  respecto a V,  mediante  la fórmula:
LM(U,V)  :=  max  ( miri  L(u,v))UEUNO  vEVO
En  general  el  ángulo  máximo  no  es  simétrico,  pero  cuando  p  =  q sí lo es
y  define una  distancia  en  la  correspondiente  grassmanniana  (see [46]).
El  ángulo  mínimo  entre  subespacios  complementarios  transversales  se
define  como  el  ángulo  mínimo  entre  dos  vectores  no  nulos,  uno  en  cada
subespacio.  Una  extensión  de  esta  noción  para  subespacios  transversales
con  intersección  no  trivial  es:
Definición  3.11.  (véase [46])  Con la notación  de la definición  3.10, Lm(U,  y),
el  ángulo mínimo  entre  subespacios U  y  V  no nulos,  se  define  como  sigue:
•  Si  dim U + dim V  <dim  W,  entonces  Zm(U, V)  :=  0.
•  Si  la intersección  no  es transversa,  entonces  .Lm(U, V)  :  0.
•  Si  su  intersección  es  transversa,  consideramos  el ortogonal  a la in
tersección  y sus  intersecciones  (J  y  V  con U  y  V  respectivamente.
Se  define  Lm(U,V)  :=  mm  ( mm  Z(u,v)).
tLEUNO  vEVO
El  ángulo  mínimo  es  simétrico.
La  propiedad  más  importante  relacionando  ángulo  máximo y mínimo  es:
Proposición  3.12.  (Proposición  3.5  en  [46])  Para  subespacios  no  nulos
U,  V, W  de W1 se  tiene
Lm(U,  V)    LM(U,  W)  + Zm(W,  y).
Los  subespacios  se han  de  considerar  orientados  de  modo  que  el  ángulo
máximo  entre  dos  distribuciones  diferenciables,  con  el  signo  apropiado,  es
una  función  diferenciable.
Lema  3.13.  Existen  cartas  adaptadas  k,x:  (C’  x  R,0)  —*  (Uk,,x)  que
envían  el  campo de  direcciones verticales  generado por  a kerwk.
PRUEBA.  Por  el lema 3.9, existen e >  0, K  E  N+, tal  que  Lm(ker Wk,  D)  
e  para  k   K.  Se pueden  elegir  una  cartas  iniciales   (Cz  x  Ift, 0)  —*
(Uk,x,x)  de modo  que  LM(Dh,D)   .  Aplicando  la proposición  3.12 pode
mos  deducir  que  m(,x  ker Wk, Dh)  >  ,  para  k  >  K.  Definimos  una
primera  familia  de cartas  adaptadas   reescalando  ,Ç’x,i.
Llamemos      al f ujo  de  qRk.  Lo  rectificamos  mediante  la  apli
cación
Xk  CxR—*  C”xR
(zk,sk) -÷  Rk(zk,0)
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El  hecho  de  que  IRkIgk =  0(1)  y  L(Rk,  Dh)  >   implica  que  la  apli
cación  está  definida  para  cada  x  y  k  en  una  bola  euclídea  radio  ricV2  (o
de  g-radio  fijo).  Es  más,  es  posible  encontrar  una  constante  ‘y para  la  cual
 xk(zk,  sk)I  <-y,  de modo  que  se  pueden  comparar  la  métrica  euclídea
en  el  espacio  de  llegada  con  la  métrica  resultado  de  empujar  la  euclídea
mediante  la  aplicación  (y  de  modo  similar  hay  cotas  superiores  para  las
restantes  derivadas).  En  realidad  se puede  deshacer  el reescalamiento  y con
siderar,  para  cada  k,  la  aplicación  inducida   en  el  dominio  de  la
X,Ck  Rk
carta   Estas  aplicaciones  fijan el  origen y Dh(O), y se  tienen  para  todas
sus  derivadas  covariantes  cotas  de orden  0(1),  y por  tanto  dan  lugar  a  cotas
de  orden  O(c”2)  para  la  composición  k,x  =  o  1/2  L
X,Ck  Rk
Una  vez que  contamos  con  cartas  adaptadas  para  g  (resp.  wk)  en las que
la  escisión Dh   corresponde  prácticamente  a la  dada  por  D  y la  métrica
(resp.  wk),  podemos  dar  la  noción  de  igualdad  aproximada  para  tensores
locales.  En  realidad  dicha  noción  es válida  para  cualquier  familia  de cartas
adaptadas,  pero  como  nuestros  tensores  locales  estarán  relacionados  con  D
y  sendas  escisiones, en principio  restringimos  nuestra  atención  a  este  tipo  de
cartas
También  daremos  la  definición en principio  para  para  sucesiones  constan
tes  de  fibrados  E  (resp.  ED  o  Eh),  pues  los  “modelos locales”  con  los  que
queremos  comparar  son relativos  a los elementos  geométricos  de  (M, D,  J, g).
Definición  3.14.  Fijemos  ‘çb,  una familia  de cartas adaptadas a la métrica
(resp.  las  curvaturas).  Sea  Tk  una  sucesión  de  secciones  de un  fibrado E  o
de  los  subfibrados  ED  (resp.  Efl),  y T  otra sección  local del fibrado  corres
pondiente;  esto  quiere  decir  que usamos  Dh  y la  escisión  Dh  en vez  de
D  y  D1  (resp.  kerwk)  en  la definición  local de  ED  (resp.  Eb).  Las  cartas
dan  trivializaciones  canónicas  (también  de los  subfibrados locales) y pedimos
que  T,  definido  en  el  dominio  de  k,x,  tenga  la  misma  expresión  indepen
dientemente  de  k, x.  T  es  por  tanto  el  modelo  local  con  el  que  queremos
comparar.
Se  dice  que Tk  es  igual a T  en  sentido  aproximado  (o aproximadamente
igual  a T)  hasta  orden  r,  y  se  denota  mediante  Tk  —r  T,  si  para  todo k
mayor  que un  cierto  K  las siguientes  desigualdades son  satisfechas:
9IPI
—  1’,Tk)Igo   Pr((Zi,  sk))O(ck112),         (3.1)
1/Xk
P  (Pi,»,Pn+i),  Il  P1+”+p2n+1,IPI <r,  enBg0(O,O(c2))  indepen
dientemente  de  k  y  x,  donde  también  hemos  usado  la notación  4  =  X  +
=   En  caso  de que  sólo  queramos  trabajar  en B90(O,O(1)),
se  pide  el mismo  tipo  de desigualdad pero con Pr  =  1  (la primera  propiedad
implica  la segunda).
Cuando  la propiedad  anterior  es  cierta  para  todo r  hablamos  de igualdad
aproximada  y  lo  denotamos  por Tk   T.
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Hablaremos  de planitud  en  el sentido  Craproximado  cuando T  =  O (i.e.,
Tk   O), o más  generalmente  cuando T,  siendo  un  tensor  local, es  constante
(paralelo  con  respecto a d,  la conexión  de Levi-Civita  asociada  a la  métrica
euclídea)
Observación  3.15:  Obsérvese  que de nuevo podemos  usar  en vez de d (deriva
das  parciales  usuales)  la  derivada  covariante  V  y gk  para  dar  la  definición.
Cuando  trabajamos  con secciones de los subfibrados  ED  (resp.  E)  podemos
dar  otra  definición  usando  la  derivada  restringida  (que en  cartas  equivale  a
considerar  dDh  en  vez  de d,  i.e.,  sólo las  derivadas  parciales  con  respecto  a
coordenadas  horizontales);  también  veremos que  las definiciones  son equiva
lentes.
Observación  3.16:  Es  posible  extender  la  noción  de  igualdad  aproximada
para  sucesiones  de secciones  de E  0  (Lk 0  F).  Básicamente,  necesitamos  dar
en  cada  punto  trivializaciones  (unitarias)  de Lk  0  F  de modo  que  el  tensor
T  modelo  venga  descrito  por  una  expresión  local fija  (por  ejemplo  T  =  O).
Igualmente  es  necesario  acoplar  la  correspondiente  matriz  de  1-formas  de
conexión  con  las derivadas  parciales  en  3.1.  Como  el  motivo  último  de  usar
modelos  locales  es  simplificar  los  cálculos,  lo lógico  es tratar  de  elegir  trivi
alizaciones  de  modo  que  la  matriz  de formas  de  conexión  sea  independiente
de  k  y x  y. fácil de  manejar.
Una  vez que  se  ha  fijado  una  familia  de cartas  adaptadas  (no  necesaria
mente  adaptadas  a la métrica  o curvaturas),  que no  son más  que un  elemento
auxiliar  en  la  teoría,  la  distancia  entre  D  y Dh  viene  dada  por  una  función
diferenciable  LM(D,  Dh).  Puesto  que  la  función  se  anula  en el  origen,  D  es
CTaproximadamente  plana  para  todo  r  (o aproximadamente  integrable).
Es  importante  mencionar  que  las nociones  de planitud  aproximada  para
tensores  locales dependen  de las cartas  elegidas.  También nótese  que Tk  —r  T
para  una  familia  de cartas  adaptadas  es  equivalente  a   T,  siempre
que  k,x:  (C  x R, O) —+ (C  x R, O) satisfaga  Çk,x  —r   Y Dh(O)  =  Dh(O).
Por  este  motivo  no  solamente  usaremos  cartas  adaptadas  a  la  métrica  (resp.
curvaturas),  sino también  deformaciones  del orden  anterior  de las mismas;  si
se  quiere,  cartas  aproximadamente  adaptadas  a la métrica  (resp.  curvaturas)
para  las  que  D   Dh  y  D’   (L) (resp. kerwk  
Como  ya  ha  sido  mencionado  repetidas  veces,  esta  teoría  generaliza  la
situación  en  la  que se  comienza  con una  variedad  calibrada  y a  partir  de ahí
se  definen  la  estructura  casi  compleja  compatible  con  ci  J  y  la  métrica  g.
Una  consecuencia  importante  de este  análisis  es  que secciones muy próximas
a  ser  J-holomorfas  dan  lugar  a  subvariedades  que  cortan  a  D  simpléctica
mente  (a nivel lineal).  Recordemos  que  para  una  retracción  cualquiera  i,  por
definición,  una  1-forma  F  E  i(D)  es J-holomorfa  si  su  restricción  a  D  lo
es.  La  proximidad  a  ser  casi-holomorfa  querrá  decir  que  la  parte  (1, 0)  de
la  restricción  es  suficientemente  grande  comparada  con  la  parte  (0, 1)  de  la
misma.  Pero  hemos  visto  que  esto  es  equivalente  a  la  misma  aserción  para
las  partes  F1°  E i(D)”°  y   i(D)’1.
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En  efecto, para  cualquier  subespacio  N  c D,  J(N)  J  NX  por  lo que
J(N)  suficientemente  próximo  a  N  hará  que  este  último  sea  simpléctico.
Esta  proximidad  viene  gobernada  por  IF°”I/1F1’°I. En  la  situación  general,
y  tal  y como  ocurre  para  dimensión  par,  la  misma  relación  puede  ser  recu
perada;  ser próximo  a  ser J-holomorfo  supondrá  simplecticidad  con respecto
a  las  formas  wk.  Para  probarlo,  se  construyen  estructuras  casi-complejas
compatibles  Jk  muy  próximas  a  J.  Para  estos  tensores,  la  C°-proximidad
es  suficiente  para  nuestros  propósitos.  Pero  es una  característica  propia  de
la  teoría  de  variedades  casi-complejas  que  todo  lo  que  ocurre  en  los  mode
los  locales  (todas  las propiedades)  se verifica  de modo  aproximado  para  las
primeras.  Por  una  cuestión  de completitud  de la  teoría  probaremos  también
en  el caso de los tensores  Jk,  J  que la proximidad  se da para  cualquier  orden.
De  nuevo  nos  encontramos  con el  problema  de  cómo tornar  derivadas  de
Jk  Por  un  lado  podemos  considerar  las  extensiones  Jk  o  Jk  asociadas  res
pectivamente  a  la  métrica  o a  las curvaturas,  y  por  otro  podemos  considerar
derivadas  totales  o  derivadas  en  el  correspondiente  subfibrado.  En  el  pró
ximo  lema se citan  condiciones  bajo  las que la ambigüedad  en las extensiones
y  en  el cómputo  de las  derivadas  desaparece.
Para  introducir  la  flotación  necesaria,  recordamos  que  si Tk  es una  suce
sión  de  tensores  de un  fibrado  EID asociado  a  D  como en la  definición 3.14,
tenemos  para  las  extensiones  Tk  E  I’(ED)  (resp.  t’k  e F(Eb))  una  derivada
total  Vrk  e r(TM®  0  E)  (resp.  Vk  e [(T*M®r  0  E)),  y una  derivada
en  ED,  V3Tk  E  F(T*M  O ED)  (resp.  VTk  e F(T*M®r  ® Efl))  para  la
que  se  compone  con  las proyecciones
T*M®r®E_T*M®r®ED
lr?D: T*MT®E_T*M®r®Eb
Si  trabajamos  en cartas  adaptadas,  la proyección  usada  es qh  T*M®r®
E  —÷  T*M®r  O EDh.  En  todos  los  casos,  la  aplicación  es  la  identidad  en
T*M®r  tensorizada  con  la  aplicación  que  proyecta  paralelamente  al  subfi
brado  complementario  asociado  a  la  escisión correspondiente.
También  consideramos  el  isomorfismo  de fibrados  qD:  T*M®T  O E  
T*M®r  O E  que  es  la  identidad  en  T*MØT  y  en  E  es  el  isomorfismo  que
lleva  ED  a  ED  inducido  por  el  de  TM  —+ TM  que  es  la  identidad  en  D  
lleva  D-1- en  ker ü.’k paralelamente  a  D,  o  equivalentemente  por  su  dual  de
T*M  en T*M  que  es  la  identidad  enAnn(D)  y lleva  D en  D  paralelamente
a  Ann(D).
En  el caso  de  cartas  adaptadas  (a la  métrica  o curvaturas)  se define
qrl):  T*M®r  0  E  —*        O E  como  la  identidad  en  T*M®T,  y  pi
diendo  que  envíe  EDh en  ED  paralelamente  al  complementario  común.  De
nuevo  indicamos  que  es  el isomorfismo inducido  por  el de  TM  que  fija  y
proyecta  Dh  verticalmente  sobre  D  (o dualmente  por  el  de  T*M  fijando  el
hiperplano  Ann(f)  y proyectando  paralelelamente  a éste  el fibrado  real de
líneas  Ann(Dh)  sobre  Ann(D)).
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Las  aplicaciones  en las  que  interviene  la  descomposición  asociada  a  las
curvaturas  dependen  de k,  dependencia  que  ha  sido  omitida  en la  natación.
Es  evidente  que  las  irP  tienen  9k-norma  0(1),  y  sus  derivadas  son  de
tamaño  O(c112),  pues  son  una  sucesión  constante.  De  las  cotas  para  Rk
y  su  derivadas  computadas  en  el  lema  3.9,  se  infieren  la  misma  clase  de
cotas  para  las  7t  y  qDD.  También  q’   1 (1 es la  aplicación  identidad).
Igualmente  ir   rr,  pues  se pasa  de una  proyección  a  otra  componiendo
D,Dhconqr
Es  importante  observar  que  en  el  caso  integrable  o plano,  como  Dh  es
paralela,  la  derivada  en E  y la  derivada  en  EDh coinciden.  En  la  situación
no  integrable  una  cota  para  la  derivada  en ED  no  necesariamente  implica  el
mismo  tipo  de  cota  para  la  derivada  total.  Aún  así  se  tiene:
Lema  3.17.  Sea  Tk  una  sucesión  de  tensores  de  EID  y  sean  Tk  y  Tk  las
imágenes  de Tk  asociadas  a  las  correspondientes  inmersiones  de EID  en  E
(nos  referiremos  a  ellas también  como  las  extensiones  por  ceros).
En  primer  lugar,  IVkjgk   0(1),  Vj   N si  y  solamente  si   
0(1),  Vj  e N.
Si  la  condición  anterior  se  cumple  entonces  son  equivalentes:
(1)  IVkIgk  <O(ch/2).
(2)   klgk   O(chI2).
(3)  IVkIgk  <O(ch/2).
(4)  IV3TkIgk 
La  equivalencia  anterior  también  se  tiene  para  cotas  de  orden  0(1)  en
—1/2
vez  de orden  O(ck  ).
PRUEBA.  Primero  consideramos  el  caso  de  tensores  de  ED  (la  equiva
lencia  entre  las  dos  primeras  aserciones).  Por  definición  VTk  =  ir  (VTk).
Queremos  demostrar  que  tanto         0(c2)  como  7r(Vk)I9k  
—1/2              D—      —       ..                —0(ck  )  suponen  que  ir1  (VTk)  —  VTk  es  tambien  a  lo  sumo  de  tamano
0(c’2).  Podemos  ir  a  medir  a  cartas  adaptadas  a  la  métrica  (basta  con
siderar  bolas  de 9k-radio  fijo).
Una  de las implicaciones  es inmediata.  De la  cota  0(1)  para  y Vk  se
tiene  que  (  Vk—Vk)—(dk—dk)  es de orden  0(c1”2),  pues  de ellas
se  sigue una  cota  0(c”2)  para  la  diferencia  dk  —  Vk.  De  hecho,  usando
todas  las  cotas  IVkIgk  <  0(1),Vj  E N, se  infieren cotas  de orden  0(c2)
para  todas  las  derivadas  de  la  diferencia  anterior  (aquí  sólo  es  necesario
control  de  orden  0(1)  para  y  sus  derivadas;  también  se  usa  que  para
tensores  F°,  Gb,c  se  tiene  VG o F  =  VG  oF  + G o VF).
De  modo anáJogo,  (7rfdik  —  dk)  —  (qhdk  —  dirk)  y  todas  sus  derivadas
—        —1/2         D    Dh
son  de  tamano  O(ck  )  ya  que  ir1  ,  y  d3Tj,  y3    1, son  a  lo  sumo
de  orden 0(1).
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Luego  la  afirmación  para  la primera  derivada  es equivalente  a  la  asevera
ción  correspondiente  para  la  diferencia   dTk  —  dlt’k.
Es  importante  resaltar  que  las  cotas  para  todas  las  derivadas  de  orden
superior  de la  expresión  anterior  sólo requieren  una  cota  de orden  0(1)  para
Vk  y  las derivadas  de las  proyecciones.  Sumando  y restando  q0DDh(R)  a
Tk,  el problema  se reduce a encontrar  las mismas  cotas  para
dqD1  (Ík)  (de nuevo la diferencia  es aproximadamente  nula  sin más  que usar
cotas  0(1)  para  y las  proyecciones  y sus  derivadas).
Llamemos  Bk,1  a  la  diferencia  Vi’k —  VTk.  Por  lo  visto  anteriormente
Bk,1   O. Luego V2Tk —  Vj  O.  Por  tanto  para  probar  el  caso r  =  2  es
suficiente  estudiar  la  diferencia  VVk  —  V2Tk,  pero  esta  prueba  es la  misma
que  la  dada  pero  usando  7T,  ir  y q1DDh
Para  VrTk  usamos  las mismas  ideas con las proyecciones  7r?, 7rh  y  qh,
junto  con el  hecho  de que  VVr_lTk  —  VdT_lTk  es  de orden  O(c2),  y  que
Bk,r_1  =  Vr_lk  —  Vr_l1k  es aproximadamente  nulo  por  inducción.
La  equivalencia  entre  las  afirmaciones  tercera  y cuarta  se prueba  exacta
mente  igual.
Para  finalizar  se demuestra  la equivalencia  entre  las afirmaciones  primera
y  tercera,  que  es  elemental  por  todo  lo dicho  ya que  tk  =
La  equivalencia  para  cotas  de orden  0(1)  se sigue  de la  prueba  anterior.
n
Observación  3.18:  Las  ideas  anteriores  se  pueden  usar  para  probar  el mismo
tipo  de  resultado  pero  igualando  a  otro  tensor  que  no  sea  el  nulo  (basta
considerar  la  diferencia),  o  incluso  a  un  tensor  definido  localmente  en  car
tas  adaptadas.  También  hacemos  notar  que  cuando  estamos  probando  una
igualdad  aproximada  global,  esto  es,  Tk  _  T,  podemos  utilizar  una  deter
minada  familia  de  cartas  adaptadas  (en  la  que  trabajaremos  en  bolas  de
9k-radio  fijo)  y luego cambiar  a  otras  para  diferentes  propósitos.
Aunque  todavía  no  hemos  introducido  cartas  adaptadas  para  polariza
ciones  G, será  evidente  que  bajo  condiciones adecuadas,  tendremos  similares
resultados  para  tensores  definidos  en  fibrados  EG.
Observación  3.19:  Hacemos  notar  que  para  relacionar  las  cotas  para  las
derivadas  totales  respecto  de  ambas  retracciones  (las  afirmaciones  primera
y  tercera),  hemos  usado  en  la  composición  con  la  aplicación   las  cotas
para  ésta.  Dicha  aplicación  tiene  derivadas  de  orden  O(c”2),  pero  para  la
prueba  basta  con  cotas  de  orden  0(1).
Observación  3.O:  El lema anterior  es cierto  porque  en la situación  integrable
es  una  igualdad  estricta.  Esta  clase  de fenómeno  aparecerá  repetidas  veces.
Cuando  se tengan  cualquiera  de las cuatro  condiciones  equivalentes,  abu
sando  de la  flotación lo  representaremos  mediante  Tk   O.
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Lema  3.21.  Dada  una  sucesión  muy  amplia  de fibrados  de  línea  sobre una
variedad  casi-compleja,  se  puede  construir  una  sucesión  de  estructura  casi-
complejas  Jk  compatibles  con las 2-formas  wk  y tal  que Jk 
PRUEBA.  Vamos  a  definir  directamente  1k,  la  extensión  de Jk  por  ceros
usando  la  escisión  asociada  a  las  curvaturas.  Esto  no  es  extraño  pues  en  la
propia  definición de la sucesión de las estructuras  casi-complejas  compatibles
intervienen  las  Wk.  No  es ésta  la  única  construcción  en  la  que  esta  escisión
será  de  utilidad.
Extendemos  J  y la  identidad  1 a  J  y  1 (las  extensiones  dependerán  de k).
Dénotemos  por  &k:  TM  —*  T*M  a  las aplicaciones  de  fibrados  inducidas
por  wk.  La  composición  Gk  o  (—J)  restringe  a  un  morfismo  positivo  de  D  a
D*.  Por  tanto  podemos  simetrizarlo  para  obtener:
Sk(u, y) =  Wk(U, Jv) + Wk(V, Ja) =
=  Wk(U, Jv) + (wk(v, Ju) — Wk(JV, J2u))
=  wk(u,v) + jRe(wk°’2(v,Ju)),Vu,v E D,
una  métrica  en  D  a  la  que  podemos  ver  como  un  morfismo  de  fibrados
Sk:  TM  -4  T*M  (extendido  trivialmente  en  kerwk).  Consideramos  Ak  =
S  o k  y definimos Jk =      o A,ç,  con    =  —A,  donde  Qk  es  gj
autoadjunta;  las  inversas  se  toman  a  lo  largo  de  las  direcciones  de  D  y  se
anulan  en ker Wk.
Para  comprobar  la  desigualdad  para  el  caso  r  =  O observamos  que  los
morfismos  de fibrados  ‘k  o  (—J),  Sk:  TM  —  T*M  se encuentran,  por  cons
trucción,  a distancia  O(c2).  El hecho de que wk(v,  Jv)    gk(v, y),  Vv E  D,
implica  que  sus inversos todavía  se mantienen  a distancia  O(c’2),  y en con
secuencia  también  J  =  (ik  o  (—J))—1 o  k  y  Ak.  Además,
-  A  -  119k =  -  A  -  (f2)I  <O(ch/2).
—1/2Ello  implica  que  IQk —  ‘l9k   O(ck  ).  Si usamos  cartas  adaptadas  a wk
y  diagonalizamos  —A  (por ejemplo por  el método  de Gauss),  se  sigue  que
=  Gk  °  hPl,k,  ...)‘2n,k)  o  G’,  donde   ..)2n,k)  es  la  matriz  dia
gonal   “‘2n,k,  O), y tanto  IGk —  IIgk como IÓ(Xl,k, ...)t2n,k)  —  -flgk  son
de  orden  O(c”2).  A partir  de la  última  estimación  obtenemos
i3(1      1    i  <Oí_1/2 
____  _____  —  9k  —  kck  ),
lo  que  da  lugar  a  la  misma  cota  para
—1_—1  -(1      1
‘k     k  oD...,__)oik.
Finalmente, IJ —  Jklgk  1— AkIgk + lAk Jklgk  O(c2).
En  cuanto a las derivadas se comprueba que  IV’k  °  (J)  — Sk)Igi 
O(cV2)  se satisface trivialmente. El motivo es que el tensor está definido
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en  términos  de  L’k y  J, y en  la  expresión  anterior  hemos  de  estimar  un
número  acotado  de sumandos  cada  uno  de los cuales  contiene  al  menos  una
derivada,  o bien  de  &k o  bien  de  J,  junto  con  términos  de orden  a  lo  sumo
0(1).  El  control  para  las  derivadas  de  J  es automático,  ya  que  por  el  lema
3.17  equivalen  a las de J  que son triviales  por  ser ésta  una  sucesión  constante.
Notamos  que  los  inversos  de  los  tensores  se  calculan  en  las  direcciones
de  D  y  son  nulos  en  la  complementaria.  Si  estuviésemos  trabajando  en
dimensión  par  las cotas  para  los inversos se seguirían  de las de Vr(.Dko(_J)_
Sk),  y  del  hecho  de  que  Dk está  acotado  por  debajo  (y  por  tanto  también
Sk).  En  la  situación  impar  si T  es cualquier  tensor  anulándose  en  ker Wk  (o
Ann(D)),  y  con  inverso  alo  largo  de  D  (o  D*  si  su  dominio  es  T*M),  se
tiene  ToT1  =  ieo  =  1,  T’  oT  =  IO  =  1,  donde  las  identidades  se
dan  en  los  espacios  de  llegada  y  salida  de  la  restricción  de  T  a  D  (o D*),
y  se  anulan  a  lo largo  del  complementario.  Como  VrlI9k   O(Ç”2)  (por
el  mismo  motivo  que  J),  tenemos  las fórmulas  habituales  para  las derivadas
covariantes  de  los  inversos,  salvo términos  de orden  O(c”2).  Por  ejemplo,
V(LDk(—J) °  (&k(—J)Y1)  =  V(I   O) implica  que
V(ik(—J)y1  =  
y  por  tanto
V(Dk(_J))’1ig          1—  ((Dk(J)Y’  °  V’k(J)  °  (k(—1)Y’Igk  +
+  O(c”2)  <O(c”2).
El  último  paso es  acotar  1 vr (Qk  —  1) 9k  Esto  se comprueba  en una  carta
adaptada  a  las curvaturas;  allí  se tiene  que  aplicar  el  método  de Gauss  a
—A  e M22(Il)  c  M2+i2+1(lR),  donde  las  derivadas  parciales  hasta
orden  r  de   +  8j,j son  de  tamaño  O(c112),  y  teniendo  en  cuenta  que
la  diferencia  entre  el  cambio  de  base  y  la  identidad  sólo usa  combinaciones
lineales  de productos  de  las  entradas,  y  también  por  tanto  su  inversa.  Las
cotas  finales  para  la  raíz  cuadrada  se  siguen  del  mismo  tipo  de  considera
ciones.                                                      E
Cuando  partimos  de  una  variedad  calibrada  (M, D, w)  y simplectizamos,
tal  y  como  se  ha  indicado  en  el  apartado  2.3,  la  extensión  de  J  resulta  ser
compatible  sólo en la hoja  M  x {O}. Teniendo  en cuenta  que  la escisión dada
por  el núcleo  de kw  y la  métrica  es la  misma,  es  fácil ver  que  el resultado  de
aplicar  el  lema  3.21 a  la  simplectización  (con  las  simplificaciones  obvias  al
ser  la  distribución  todo  el tangente)  y  restringir  las  correspondiente  estruc
turas  Jk  =  Jk  a  M  x  {O}, es  el  mismo  que  el  de  aplicar  el  mismo  lema  a
(M,D,J,w,g),  cuyo resultado  es  J  de  nuevo.
3.3.  Cartas  de  Darboux  y  secciones  de  referencia
Ahora  ya  podemos  mostrar,  en  el  caso  impar,  la  existencia  de  cartas
coincidiendo  aproximadamente  con  el  modelo  Khler  de  la  definición  3.1.
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También  mencionaremos  las  modificaciones  necesarias  en  presencia  de  po
larizaciones.
Lema  3.22.  Para todo x  E M  y k  E N+  existen cartas  adaptadas  de Darboux
(Pk,x:  (C  x IR,O) —+ (Uk,,x)  con  coordenadas z,  ...,z,Sk.  Esto  es,  cartas
adaptadas  a Wk  para  las  que  Ç0Wk  =  wo.  En  cuanto  a  la  relación  entre  J
y  Jo  (más  correctamente  entre  J  y .Jo, la  extensión  asociada  a la  mótrica
enclídea  en  la  carta),  se  tiene  cp,D   Dh,  ,(kerúk)  =  i  oi   Jo.
Siendo  más  precisos  con  las  cotas,  se  tiene  además:
 —  DhIgk   O(I(zk,sk)I),  !V(,D  —  Dh)Igk    O(Ç’12),  Vj    1,
donde  las  desigualdades  se  satisfacen  en  una  bola de g-radio  fijo  de  modo
uniforme  en k  y x.
Para  las  componentes  antiholomorfas,
 —1 ¡        —  1/2  __  ¡      
 9k  —  ck     -r Zk,5k)  Ck    )‘
IVo(zk,sk)Igk  =
Vj  >  1,  uniformemente  en  k  y  x  en  una  bola de g-radio fijo  centrada  en x,
donde  ¿3  es la parte antiholomorfa  de VJ,7rDh   con lrDh ():  Uk,  
cn.
PRUEBA.  En  otras  palabras,  queremos  probar  la  existencia  de  cartas
adaptadas  para  las  que  las  distribuciones  Ann(D),D*lO  y  D*O,l coinciden
aproximadamente  con ds, T*l,OCn y T*o,lCn respectivamente,  y tal  que Wk  
WO  (pudiendo  además  lograr  CÁ)k =  WO),  La  prueba  sigue  las  líneas  de  la  de
D.  Auroux  en  [41 para el  caso par.
Comenzamos  con una  primera familia  de cartas  Çi,x  para  la  cual podemos
suponer   =  Jo(o), componiendo si es necesario  con una  transformación
lineal.  Reescalamos  para  obtener  una  primera  familia qk,:  C’ xll  —÷  (Ui,  x).
Las  estimaciones  para  y sus  derivadas  covariantes  se  tiene  sin  dificul
tad,  e  igualmente  ocurre  con  la  parte  antiholomorfa:  se  ha  de  proyectar
Vç:  TB9(x,  c) —+  T(C  x  R)  sobre TC,  y 0  resulta  ser la  parte  anti
holomorfa  con  respecto  a  1 y J  en C.  Las  cotas  buscadas,  una  vez cono
cidas  las  de  çÇ  y  sus  derivadas,  son  equivalentes  a  cotas  similares  para  el
ángulo  máximo y sus  derivadas entre  los espacios de  1-formas antiholomorfas
para  ambas  estructuras  casi-complejas  en Dh.  Para  éstas,  las  cotas  se siguen
del  hecho de que  la construcción  de las cartas  depende  de modo diferenciable
del  centro  y de  que  ambas  estructuras  coinciden  en el  origen.  Siendo  estric
tos,  como  las  cartas  no  son  necesariamente  adaptadas  a  wk,  la  estructura
casi-compleja  J0 para  estas  cartas  no  es  exactamente  la  del enunciado,  pues
la  componente  vertical  no  es  la  imagen  del núcleo  de wk.  En  cualquier  caso
y  por  lo comentado  en la  sección  1 acerca  de  la relación  de las componentes
holomorfas  y  antiholomorfas  para  diferentes  escisiones,  dado  que  podemos
pasar  a  cartas  adaptadas  a wk componiendo  con  las aplicaciones  Rk  (lema
3.13)  que  fijan  Dh(O)  (no  sólo a  nivel infinitesimal)  y tiene  cotas  0(1)  para
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la  primera  derivada  y  O(c”2)  para  las  sucesivas  derivadas,  obtenemos  las
cotas  O(I(zk,  sk)I)  para  la parte  antiholomorfa  de las inversas  de estas  cartas
adaptadas  a  Wk y  cotas  O(c112)  para  las  sucesivas derivadas  covariantes.
El  resto  de  la  prueba  sigue los  argumentos  de  la  situación  par;  como la
dirección  vertical  genera  el  núcleo de  la  2-forma,  podemos  trabajar  en  una
de  las hojas  simplécticas  C  x {O} y aplicar  la transformación  allí  obtenida  al
resto  de las hojas  (la restricción  de la  2-forma a dicha  hoja  satisface  las cotas
necesarias  para  aplicar  los  razonamientos  usados  en dimensión  par).  O
Observación  3.23: En  una  carta  Darboux  se  puede  elegir  una  trivialización
adecuada  de  modo  que  la  forma  de  conexión  tenga  una  expresión  deter
minada.  Como  contrapartida  perdemos  control  sobre  J  en  el  origen,  que
se  encontrará  a  distancia  O(c112)  de  J0.  En  determinadas  circunstancias
conviene  tener  la  igualdad.  Para  ello podemos  deshacer  la  última  transfor
mación,  que  es  de  tamaño  O(c112),  y  obtenemos  la  propiedad  buscada.  Si
hacemos  puliback  de  la  forma  de  conexión,  la  variación  de  la  misma  está
acotada  por  O(Ç112).
Hablamos  entonces  de coordenadas aproximadamente  holomorfas  siempre
que  la  escisión TM  =  Ann(D)c   D’”0   D1  coincide aproximadamente
con  T(C  x  IR) =  dsT*CnT*O,lCn,  con cotas  como las del enunciado,
es  decir, del orden  de la norma  o la norma mas  un  término  de orden  O(ch/2),
y  de  este  último  orden  para  las  sucesivas derivadas.  También  emplearemos
el  mismo nombre  cuando  la  escisión de partida  sea  Ann(D)   
En  realidad,  también  emplearemos  esté  terminología  para  otras  escisiones,
pero  pospondremos  esta  discusión  hasta  la  siguiente  sección.
Observación  3.24:  En  caso  de  presencia  de  polarizaciones  G  en  variedades
pares,  se  pueden  componer  las  cartas  de  Darboux  usuales  con  una  transfor
mación  h0-unitaria  (h0  la  métrica  hermitiana  canónica)  tal  que  G  acabará
coincidiendo  con  C  x  {.}  de  modo  aproximado,  y  C-1-, representada  por
ejemplo  como  una  una  función  con  valores  en  C9, estará  acotada  inferior-
mente  de  modo  uniforme  (formará  un  ángulo  con  C9  x  {.}  acotado  infe
riormente  de  modo  uniforme),  y  todas  las  derivadas  de  la  función  serán
de  orden  O(c”2)  (es  decir,  la  distribución  será  aproximadamente  cons
tante).  Además  tendremos  las  correspondientes  igualdades  aproximadas
G*l,o   T*l,0C9,  G*O,l  T*O,1C9.  Al ser  h0 unitaria  w  no  cambia.
Hablaremos  así  de  coordenadas  aproximadamente  holomorfas  adaptadas
a  G  cuando  las  cotas  anteriores  comparando  G, G*l,o, G*o,l y  con  los
correspondientes  modelos  se verifiquen.
Centrándonos  de nuevo en el caso impar,  veremos que para  construir  suce
siones  de secciones aproximadamente  holomorfas  con interesantes  propiedades
de  transversalidad  (sin usar  simplectizaciones),  no será posible tener  la misma
clase  de control  para  las direcciones  de  D  que  para  las  de  todo  el  tangente.
Para  generalizar  las nociones  de sucesión aproximadamente  holomorfa,  nece
sitamos  elegir  una  retracción  i.
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Definición  3.25.  Sea  i  una  retracción  de  la  proyección  canónica  T*M  —÷
D*.  Una  sucesión  ‘r  de secciones  de Lk  es  i-asintóticamente  J-holornorfa
(o  i-A.H.)  si  existen  constantes  positivas  (Cf,  C)>0  tal  que,
ITklgk  Cf,  IV(D*)rkIgk  G,  ITkIgk   Gr
IV1j(D*)rkIgk  <Crc”2.
Una  sucesión  de  secciones tiene  i-decaimiento  gaussiano  con  respecto  a
x  si  existen  constantes  positivas  )  > O, (C)>o y polinomios  (P3)>o  verifi
cando  Vy E M  y Vj    O,
IV(D.)Tk(Y)Igk <Pj(dk(x,y))e’2
IVTk(Y)  9k   CrP3 (dk(x, y))e_Mk()2
Si  sólo estamos  interesados  en controlar las r primeras  derivadas,  hablare
mos  de sucesiones  de secciones iCrA.H.  (resp.  con i-C’-decaimiento  gaus
siano).
Nótese  que  V(D*)rk  representa  una  sección  de i(D*)®i  ® Lk  construida
de  modo  recursivo  usando  las  conexiones inducidas  por  Vk,  la  inducida  en
i(D*)  por  la  de  Levi-Civita  y la  escisión i.
Observación  3.26:  Hacemos  notar  de  nuevo  que  las  nociones  anteriores  de
penden  de  la  escisión  usada.  Si empleamos  la  asociada  a  la  métrica,  que
nos  parece  la  elección  más  natural,  hablaremos  de  secciones  A.H.  e  igual
mente  de  sucesiones  de secciones  con  decaimiento  gaussiano.  Otra  escisión
que  será  muy  útil  a  nivel local  como elemento  auxiliar  es  i,  la  asociada  a las
curvaturas.
Querernos  ser  capaces  de  verificar  las cotas  de  la  definición  3.25 para  la
retracción  i  en  cartas  de  Darboux  (o  coordenadas  aproximadamente  holo
morfas)  usando  Dh, Jo, go  y  d  (recordemos  que  las  cartas  de  Darboux  son
cartas  adaptadas  a  las curvaturas,  es decir,  a la  escisión i).  Para  probar  que
esto  es posible  se usan  argumentos  similares  a los ya usados  por  ejemplo en el
lema  3.17.  El  único ingrediente  nuevo es la presencia  del fibrado  Lk.  En  cada
carta  fijamos una  trivialización  unitaria  tal  que  la forma  de conexión sea  A0,
la  misma  para  todo  k  y  x.  Recordemos  que  d  denota  a  la  derivada  usual
o  conexión  plana  (derivadas  parciales),  y  dDh  a  su  proyección  paralela  a  ds
(las  derivadas  parciales  respecto  a las  coordenadas  horizontales).  Asimismo
denotamos  mediante  d  (resp.  dh)  al  j-ésimo  iterado  del  correspondiente
operador,  que no  ha de confundirse  con la derivada  exterior; denotemos  tam
bién  por  dA0a  la  conexión  plana  acoplada  con  A0,  por  dAo,Dh y  dAO,D  sus
proyecciones  a  Dh  y D paralelamente  a ds  y mediante  d0,  do,Dh  y  d0  a
los  iterados  j-ésimos  respectivos.
Lema  3.27.  Sea  E  uno  de  los fibrados  de  la  definición  3.6  y  sea  Tk  una
sucesión  de secciones  de E®Lk  tal  que  IV3Tk!9k <0(1),  j  =  O,...,r.  Para
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una  familia  de cartas de Darboux con la trivialización  descrita  anteriormente
se  tiene:
(1)   VrkIgk   j(dk(/.’k,X(zk,sk))O(1) j =  O, ...,r  es  equivalente  adrkIgo <  Qi(I(zk, Sk)I)O(1), i  =  o, ...,r  en  los puntos  de
1/2Bgo(O,O(ck  )) (o con polinomio igual al sobre B90(0,O(1))).
(2)  IVrkIgk   Pi(dk(bk,(zk, sk))O(ckV2),  j = O, ...,  r es equivalente  a
dTg0  <Qj(I(zk,sk)J)O(Ç112),  j = O,...,r  en  los puntos  de
BgØ(O,O(ck  )) (o con polinomio  igual  al  sobre B90(O,O(l))).
(3)  VrkIgk  Pi(dk(?./k,(zk,sk))O(1), j = O ...,r  es equivalente  a
Ido,DhrkIgo   Qi(I(zk,sk)DO(1),  j = O,...,r o a
IdhTkIgo  _<  Sj(I(z,,  sk)I)O(l),  j = O,..., r  en los puntos  de
B90(O, O(ck  )) (o con polinomio  igual a  1 sobre B90(0, 0(1))).
(4)  IV7kIg    Pr(dk(k,x(Zk,sk))0(c1”2), j = O,...,r  es  equivalente
j                        —1/2
a  IdA0 DhTkI go   Qr(I(zk,  sk)I)O(ck  ),  =  O,..., r  o  a
j                      —1/2
IdDhTklgo  S((z, sk)I)O(ck ),  =  O,...,  r en los puntos de
1/2Bgo(O,O(ck  ))(o  con polinomio  igual a  1 sobre B90(O,O(l))).
(5)  Las  cotas de  (1)  o (2)  implican  la misma  clase  de  cotas para
IWVrkIgk,  j = O, ...,r.  En  particular  (1)  implica  (3)  y  (2)  im
plica  (4).
Los  Pj, Qj, Sj  son  polinomios  que  se  obtienen  los  unos  de  los  otros  me
diante  fórmulas  que no  dependen  ni  de k  ni  de x.
PRUEBA.  En  cuanto  a las  derivadas  totales  la  diferencia  V’rk  —  dTrk  es
una  suma  de  términos homogéneos de grado r,  cada  uno  de  los  cuales es  un
producto  de alguna  derivada  d2i-k (con peso j), y términos  que  son derivadas
de  A0  y  de  los  símbolos  de  Christoffel  (cada  uno  pesado  con  el  orden  de
la  derivada  más  uno).  Los  símbolos  de  Christoffel  tienen  tamaño  O(c’2),
el  de  A0  es  (zk,  sk)IO(1),  su  primera  derivada  es  w0 de  tamaño  0(1),  y
sus  derivadas  de  orden  superior  son  por  hipótesis  de  tamaño  O(c”2).  El
resultado  se sigue pues hemos supuesto  que rk  y sus  derivadas  están  acotadas
por  0(1).
Obsérvese  también  que como en todos  los sumandos  tenemos  una  derivada
de  Tk,  si para  un  punto  x  se  tiene
=  Tk  ® e   )  >  0,                (3.2)
con  todas  las  derivadas de  acotadas  por  0(1),  entonces  Tk,  una  vez multipli
cada  por  una  función meseta  /3k con  soporte  en B(O, c/6)  (definida  mediante
reescalamiento  de una  función  en B(O, 1)), satisface  el segundo  requerimiento
para  ser  una  sección  con  i-decaimiento  gaussiano  con  respecto  a  x  (véase
[12]).
El  enunciado  concerniente  a  las  derivadas  en  la  direcciones  de  las  dis
tribuciones  es  esencialmente  el del lema  3.17.  Se  define
7rj:  T*M®j®E®Lk  +ñ*®j®E®Lk,
48          1.LA  GEOMETRIA  DE  LAS  VARIEDADES  CALIBRADAS
(resp.  7r:  T*M®j®E®Lk  -4  D®®E®Lk)  como la proyección  asociada
a  las curvaturas  (nótese  que  los fibrados  varían  con  k).
Lbs  morfismos  rr  (resp.  ir)  son secciones (resp.  secciones locales)  de
End(T*M®i  O  E  0  Lk),  que  son fibrados  con una  métrica  natural  inducida
por  9k  (resp.  go) y hk,  y una  conexión inducida  por  Vg (resp.  d) y Vk.  Para
una  sucesión  de  tensores  de  estos  fibrados  tenemos  por  tanto  la  noción  de
igualdad  aproximada  hasta  orden  r,  puesto  que  tenemos  métricas  para  medir
y  conexiones  para  tomar  derivadas.  En  particular  las  sucesiones  anteriores
se  pueden  escribir  en la forma p  01  (resp.  pJ  01),  donde  las proyecciones
son  secciones  de  T*M®j  O  E  y  la  identidad  es  una  sección  de  Efld(Lk)
L  O  Lk  =  C  (con conexión  inducida  trivial).  La  identidad  tiene  derivadas
nulas.  De  ello se  deduce,  en  una  bola  de radio  O(c/2),  cotas  de  orden  0(1)
para  las aplicaciones  y de orden O(cj2)  para  las derivadas  superiores  (tanto
para  V  como  para  dA0).  La  diferencia  de las  proyecciones  está  acotada  por
—1/2        .            —1/21 (.rj,si)lO(C.  ) y sus  derivadas  por  O(ck  )•
Nótese  que  en esta  discusión la  elección de trivializaciones  de Lk  no juega
ningún  papel  (basta  con  que  sean unitarias  y  den  la  forma  de  conexión ade
cuada,  sin  importarnos  su  dependencia  en k, x).
Éscribamos  V  —  dAO,D.  (Vb  —  dA0,D)  +  (dA0,D —  dAo,Dh).  Usando  las
ideas  previas  la  diferencia  VTk  —  dA0’rk resulta  ser  una  suma  de  productos
de  componentes  de ik  multiplicados  por  símbolos  de  Christoffel.  Por  tanto
VbTk  —  dA0,Drk  =  7t1(Vrk  —  dA0rk)   O, donde  la  igualdad  aproximada  es
para  secciones de  E  O  Lk  (véase  la  observación  3.16 tras  la definición  3.14).
Similarmente,  dA0 ,D Tk —  dA0 ,DhTk  =  (ir  —  ir  ) d0  Tk,  y los resultados  se
deducen  de  IdAoikIgk <0(1),  y  ir1   ira.  Por  último,  (dDh,Ao  —dDh)rk
AOrk,  y usando  el mismo razonamiento  que prueba  el punto  (1)  se ve que las
cotas  son las  buscadas.  Obsérvese  de nuevo que  si nuestra  sucesión  se  puede
escribir  en  la  forma  de la  ecuación  (3.2)  para  un  punto  x  entonces,  una  vez
multiplicada  por  /3k, la  condición  de i-decaimiento  gaussiano  con  respecto  a
x  para  la  primera  derivada  proyectada  sobre  D*  se cumple.
Las  diferencias  para  derivadas  de  orden  superior  se  evalúan  del  mismo
modo.  Por  ejemplo  VDVb  —  dAO,DhdAO,Dh  =  Vñ(Vb  —  dAO,Dh)  +  (Vb  —
dAO,Dh)dAO,Dh.  Para  el  primer  sumando  es  sabido  que  V(V  —  dAO,Dh)rk
satisface  las  cotas  requeridas,  y  por  tanto  también  la  proyección  Vb(Vb  —
dAo,Dh)Tk  (y  todas  sus  derivadas).  Para  el  segundo  sumando  aplicamos  lo
hecho  para  la  primera  derivada  pero  a  la  sucesión  dAo,Dhrk,  que  también
satisface  las  hipótesis  necesarias.  Se  evalúa  del  mismo  modo  la  diferen
cia  do,Dh  —  dh,  Para  la  derivada  de  orden  r  escribimos  V  —  dQ,Dh  =
—  d’Dh)  +  (V  —  dAo,Dh)d1Dh,  siendo  el primer  sumando  del
tamaño  requerido  por  inducción,  y  también  el  segundo  sin  más  que  aplicar
la  construcción  del  caso  r  =  1  para  el  fibrado  adecuado.  Se  hace  lo  propio
dr      dr
     —
Como  antes,  sucesiones con la expresión  de la ecuación (3.2) multiplicadas
por  /3k verifican  la segunda  condición de i-decaimiento  gaussiano  con respecto
al  punto  correspondiente.
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La  afirmación  quinta  es  evidente  para  la  descomposición  Dh   y
dAO,Dh  (6  dDh),  porque  la  mezcla  de  tipos  en  la  derivada  covariante  sólo
es  causada  por  los  símbolos  de  Christoffel,  y  por  tanto  está  acotada  por
Pr((Zk,5k))O(C1//2).  Si  ‘rio se  escribe  como  en  (3.2),  entonces  la  correspon
diente  sección  tiene  -decaimiento  gaussiano  con  respecto  a x.
D
Observación  3.8:  En  particular  vemos que  asociadas  a las cartas  adaptadas
a  las curvaturas  y usando  las trivializaciones  citadas,  del punto  (2) se infiere
que  se  puede definir  la  noción  de  anulación  en sentido  aproximado  a  orden  r
de  una  sucesión de secciones de E®Lk,  sin más  que pedir  las correspondientes
cotas  para  las  derivadas  parciales  de  orden  menor  o igual  que  r  (como en la
ecuación  3.1  en la  definición  3.14).  Además,  del  punto  (4)  se  deduce  que  si
las  secciones son  de E  0  L  basta  con considerar  las derivadas  parciales  en
las  direcciones  horizontales.
La  existencia  de  secciones  aproximadamente  holomorfas,  que  jugarán  el
papel  de  particiones  de  la  unidad  de  la  teoría,  es el  contenido  del  siguiente
lema:
Lema  3.29.  Existen  ,  >  O y K  E N,  tal  que para  todo x  E M  se pueden
construir  secciones  r  de Lk  de modo  que  la sucesión  es -A.H  (con  cons
tantes  (Cf,  C)  independientes  de x),  tiene -decaimiento  gaussiano  respecto
a  x  y  verifica  r    i  en  una  bola de gb-radio fijo  centrada  en x  (todas las
cotas  son  satisfechas  para  k  >  K).
PRUEBA.  Fijamos  cartas  adaptada  como antes y elegimos trivializaciones
unitarias  tal  que  la  forma  de conexión  es  A0 =   4d4  —  4d4).
Siguiendo  las ideas de S. Donaldson  [121 seleccionamos la sección definida
por  la función  f(zk,  3k)  =  e_I(zk,8k)12/4  y  usamos  una  función  de corte  f3k con
soporte  en  la  bola  de radio  c6.  El decaimiento  gaussiano  para  go, d,  Dh  y
•  12 se comprueba  fácilmente,  y  el lema  3.27 da  el resultado  perseguido.
La  holomorficidad  aproximada  es trivial  para  Jo  (notamos  que  para  cual
quier  polinomio  Qr existe una  constante  CQ,.  tal  que para  cualquier  (zk,  Sk)  E
C7  x 1l y cualquier  .  >0,  IQr(Izk,skl)e_I(zk3k)I2)1I $ CQD).
De  las cotas para  çok(zk,  sk)Igk y IV’k,x(zk,  Sk)Igk se deducen  el mismo
tipo  de  estimaciones  para  J.                                     LI
Es  importante  notar  que  para  las  secciones de  referencia  tenemos  cotas
=  Cf.  O  dicho  de otro  modo,  no  hay  pérdida  de  control  en  la dirección
de  ker wk si  se  compara  con  el obtenido  en las  direcciones  holomorfas.
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3.4.  Relación  entre  las  teorías  A.H.  y  la  teoría  relativa
Hemos  mencionado  la  posibilidad  de  desarrollar  una  teorí a  aproximada
mente  holomorfa  que  utiliza  la  escisión  dada  por  la  métrica,  en  vez  de  la
dada  por  las  curvaturas.  Nos  hemoscetitrado  en  la  segunda  porque  es  para
ella  para  la que  es más o menos  evidente la  construcción  de sucesiones  de sec
ciones  locales  i-aproximadamente  holomorfas  con i-decaimiento  gaussiano.
-  Sea  i  una  retracción  cualquiera  de  T*M  —  D*.  Denotemos  mediante
q’:  T*M   T*M  al isomorfismo de fibrados  que envía envía  D* a i(D*)  pa
ralelamente  a Ann(D),  siendo también  la identidad  en éste.  Sea q.’:  T*M®r®
Lk  —÷ T*M®r  0  Lj  definido como la  identidad  en todos  los factores  salvo  en
el  j-ésimo  de  T*M®T,  en el que  coincide  con
Lema  3.30.  Sea  -r  una  sucesión  de  secciones  de   Supongamos  que
existen  cotas de orden 0(1)  para  y  sus  derivadas  (para k  suficientemente
grande).  Entonces  se  tiene  que Tk  es  una  sucesión  de secciones  i-A.H.  si  y
solamente  si es  una  sucesión  de secciones i-A.H.  Supongamos  además  que se
tienen  cotas O(Ç112)  para las derivadas de  En  tal  caso es posible  encon
trar  una  constante  C  tal  que si  VTj1g  <  CD,  j  = O, ...,  r,  entonces  para k
suficientemente  grande IVj(D*)TkJg  CCD,  donde  el  tamaño  de K  depen
derá  también  de las  cotas para las  derivadas  totales.  En particular,  también
en  este  último  caso las secciones  con decaimiento  gaussiano  lo son  para am
bas  teorías,  y  es posible  estimar  la constante  C  asociada  a las  derivadas  a lo
largo  de D  al pasar  de una  a otra.
Si  tenemos  la  primera  clase  de  cotas  hablaremos  de  teorías  A.H.  equi
valentes  para  ambas  retracciones.  En  el segundo  caso hablaremos  de teorías
A.H.  fuertemente  equivalentes.
PRUEBA.  Las ideas son las mismas  que en los lemas 3.17, 3.27.  Probamos
que  la  i-holomorfía  aproximada  implica  la  i-holomorfía  aproximada.
Denotemos  mediante  3i(D*)  la  componente  antiholomorfa  para  la  retrac
ción  i.  Es evidente  que 0i(D*Yrk  =  q?j(jjr).  La  derivada  de r-ésima  será  la
suma  de 2r  términos  que son composición de alguna  derivada  de q”  actuando
sobre  alguna  derivada  de  9brk,  por  lo que  el  resultado  se  sigue  fácilmente.
Es  importante  notar  que  sólo hay  un  término  en el que  no  aparece  ninguna
derivada  de  y éste  es q’(Vrk)  (siendo más  precisos  la  extensión  de
q  actuando  sobre  la  correspondiente  derivada  covariante  es q.’(V’Tk)).
Luego  si existe  control  de  orden  O(c”2)  para  k  suficientemente  grande  la
cota  que  obtengamos  será. básicamente  la  asociada  a  este  término.
A  la  hora  de calcular  las derivadas  a lo largo de  D la  situación  es similar.
En  primer  lugar  hacemos  notar  que  las cotas  en la  aplicación   se pueden
computar  como sigue.  Se eligen cartas  adaptadas  a  la métrica  y un  vector  de
la  forma   +vk  generando  la  dirección  complementaria  asociada  a i.  La cota
para  la  aplicación  equivale  a  una  inferior  para  el  ángulo  mínimo  entre  este
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complementario  y D,  y  equivale a  una  cota  superior  para  la  norma  euclídea
de  vk.  Las  cotas  para  las derivadas  covariantes  equivalen  a cotas  del mismo
orden  para  drvk.  De  estas  consideraciones  se sigue fácilmente  la  misma clase
de  cotas  para  VT_3V()qrr.
Por  definición,  V(D*)rk  es  la  proyección  a  lo largo  de  Ann(D)  de  VTk.
Siendo  este  factor  común  a  ambas  escisiones, se  tiene  =  q,Vrk.
Similarmente  a lo que  ocurre  con las derivadas  totales  es una  suma
de  términos  de  dos  tipos.  Por  un  lado  están  aquellos  en  los  que  aparecen
derivadas  de   y derivadas  restringidas  a  i(D*).  Por  hipótesis,  obtenemos
cotas  del  mismo  orden  que  aquellas  para  q’1.  El  término  restante  resulta
ser  q  o  o  q”j(Vrk).  Por  tanto  para  teorías  fuertememnte  equivalentes
la  cota  viene  dada,  para  k  suficientemente  grande,  por  el citado  sumando  (y
para  teorías  equivalentes  se tiene  una  cota  de  orden  0(1)).
La  afirmación  relativa  al  decaimiento  gaussiano  es  obvia.
La  demostración  de la implicación  en el sentido  contrario  es  exactamente
la  misma.
E
Teniendo  en  cuenta  que  la  aplicación  que  relaciona  la  escisión  de  la
métrica  y  la  curvatura  tiene  derivadas  acotadas  por  O(Ç’12)  (lema  3.9)
se  tiene:
Lema  3.31.  Existen  iç  >  O y K  E N+,  tal  que para  todo x  E M  se pueden
construir  secciones r  de Lk  de modo que la sucesión  es A.H  (con constantes
(Cf,  c) independientes  de x),  tiene  decaimiento  gaussi ano respecto a x  con
constantes  iguales)  y  verifica  Iri   i  en  una  bola de gb-radio fijo  centrada
en  x  (todas  las  cotas son  satisfechas para  k    K).
De  ahora  en adelante  nuestra  teoría  aproximadamente  holomorfa  será  la
referida  a  la  métrica  (y  sus  fuertemente  equivalentes).  Además,  de  nuevo
por  simplificar  la  flotación,  denotaremos  la  proyección  de  la  derivada  a  D
mediante  VD,  en vez de  V  ó
Observación  3.32.  Las  cotas  de orden  0(1)  son suficientes  para  asegurar  que
secciones  A.H.  para  una  retracción  lo son  para  la  otra.  Este  hecho  nos será
de  utilidad  para  dar  formas  normales.
La  ventaja  de  las  teorías  fuertemente  equivalentes  es  la  siguiente.  Un
problema  fundamental  que encontraremos  más  adelante  (secciones 4,  5)  será
estudiar  las  propiedades  de  transversalidad  de  los  llamados  r-jets  pseudo
holomorfos  asociados  a  Tk  una  sucesión  A.H.  de  secciones.  Estas  nuevas
secciones  de fibrados  construidos  a partir  de D*l,o  que  introduciremos  en la
próxima  sección,  coinciden  de modo  aproximado  con  Vrk  (recordemos  que
la  notación  V  sustituye  a  también  esta  afirmación  es cierta  usando
las  conexiones  modificadas  que  introduciremos  en  la  proposición  4.6).  Para
otra  retracción  i  que  dé  una  teoría  fuertemente  equivalente  podemos  inten
tar  hacer  lo  propio  con  los  r-jets  correspondientes,  que  coinciden  de  modo
52          1. LA  GEOMETRIA  DE  LAS  VARIEDADES  CALIBRADAS
aproximado  con  V(D*)rk.  En  las  aplicaciones  principales  veremos  que  el
morfismo  de  librados  correspondiente  inducido  por   preserva  las  estra
tificaciones  con  respecto  a  las  que  queremos  lograr  transversalidad  (serán
estratificaciones  invariantes  por  Gl(n,  C)).  Al  ser  las  teorías  fuertemente
equivalentes  el  r-jet  asociado  a  i  será  de  modo  aproximado  la  imagen  por
dicha  aplicación  de  fibrados  del r-jet  asociado  a  i,  lo  que  implicará  que  la
obtención  de  transversalidad  para  uno  equivaldrá  a  transversalidad  para  el
otro.  Para  teorías  equivalentes  esto  sólo es  cierto  en  principio  para  1-jets
(aunque  veremos  que  en determinadas  regiones la  relación existente  mejora).
Observación  3.33:  Una  consecuencia  de  la  discusión  anterior  es  que  para
una  variedad  compacta  calibrada  de tipo  entero,  una  vez escogida  J  estruc
tura  casi-compleja  compatible  con  w  se tiene  una  metrica  gID  =  w(.,  J),  y
diferentes  extensiones  a  una  métrica  g  en  M  dan  teorías  A.H.  fuertemente
equivalentes.
Ahora  podemos  dar  una  definición más precisa  de lo que  son coordenadas
aproximadamente  holomorfas.
Definición  3.34.  Llamamos  coordenadas  aproximadamente  holomorfas  a
las  asociadas  a familias  de  cartas  adpatadas  k,X:  C  x  IR —+  U  para  las
que  se  verifica:
(1)  ‘I,XD  Dh.
(2)  Las  funciones  coordenadas 4: U  —  C  son  A.H.
(3)  El  vector gb-unitario  Vk tal  que bk  +vk  E D’  tiene  ángulo mínimo
con  respecto a Dh  acotado inferiormente  y todas sus  derivadas  están
mayoradas  por O(c1/2).
En  otras  palabras,  coordenadas  aproximadamente  holomorfas  son  aque
llas  para  las  que  la  correspondiente  teoría  local  A.H.  es  fuertemente  equiva
lente  a  nuestra  teoría  A.H. global  asociada  a  la  métrica.
Se  puede  debilitar  el  concepto  anterior  considerando  familias  de  car
tas  centradas  en  puntos  de  determinadas  sucesiones  de  subvariedades  de
(M,  D,  J, gk)  para  las  que  la  tercera  condición  se  relaja  pasando  a  pedirse
solamente  cotas  de orden  0(1),  es decir,  consideramos  cartas  de modo que  la
noción  local asociada  de secciones A.H. es sólo equivalente  a la  nuestra;  cier
tas  construcciones  locales no  son equivalentes  para  ambas  nociones  (aunque
para  algunas  sí se  dará  esta  equivalencia,  y  de  ello haremos  uso  en  su  mo
mento).  Salvo  que  digamos  lo  contrario  las  coordenadas  aproximadamente
holomorfas  que  empleemos  serán  aquellas  de la  definición 3.34.
Es  posible  obtener  otras  familias  de  secciones  de  referencia  con  igual
control  en  todas  las  direccionés  usando  la  simplectización.  Basta  considerar
las  secciones de referencia  de la  teoría  par  centradas  en puntos  de Mx  {O}, y
ver  que  al restringir  a  ella las cotas  se  se mantienen.  Para  ello,  y puesto  que
lo  usaremos  más  tarde,  consideramos  el caso de una  variedad  par  polarizada.
Si  tenemos  Xk  una  sucesión  de  secciones  C’-A.H.,  aGxk también  será
de  orden  O(ch/2).  Tomando  cartas  de  Darboux  centradas  en  cada  punto
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de  M  x  {O} podemos  componer  con la  citada  modificación  en  presencia  de
polarizaciones.  En  el  modelo  local  es  evidente  que  OgXk   O.  Para_com
putar  DGXk  y sus  derivadas  basta  con escribirlo  como la proyección  de 0c9Xk
mediante  el  isomorfismo  de  fibrados  que  relaciona  ambas  escisiones.  Las
cotas  para  las  cartas  adaptadas  implican  que  esta  proyección  tiene  cotas
de  orden  0(1),  y  de  orden  O(c”2)  para  sus  derivadas.  En  definitiva,  si
IV?3xkjgk   O(c),  también  IVTGxkIgk  <O(Ç112).
Para  la  variedad  simplectizada  tomamos  G =  D,  y necesitamos  aún  con
siderar  la  parte  de  la  derivada  a  lo  largo  de  TM.  Puesto  que  la  métrica
hace  que  las  copias  de  M  sean  ortogonales  a  la  dirección  ¡, usando los  ar
gumentos  anteriores  se concluye que  V(xkM)Igk   O(c’).  Del mismo
modo  ocurre  para  las  cotas  en las derivadas  covariantes,  para  su  proyección
sobre  D*, y  para  el  decaimiento  gaussiano.  Por  tanto  si  Xk  es  una  sucesión
Cr_A.H.(Cr)  de secciones definidas en ,M x  [—k,  €k],  XkjM  será. una  sucesión
CrA.H.(CCr,  CCr),  donde  C es una  constante  que  no  depende  de la  suce
sión  de partida.  En  particular,  de las secciones de  referencia  en  M  x  [—€, E]
centradas  en los  puntos  de  M  x  {O} obtenemos  otra  familia  de secciones de
referencia  para  (M, D, J, g)  con  las mismas  cotas.
Obsérvese  que  en  la  manera  en la  que  hemos  extendido  la  métrica  y  la
estructura  casi-compleja  a la  variedad  simplectizada,  la  retracción  natural  a
la  que  están  asociadas  las  secciones restringidas  a  M  x  {O} es la  asociada  a
la  métrica.
Por  último  notamos  que la métrica  en la simplectización  construida  exten
diendo  a g no juega  ningún  papel  a la hora  de asegurarse  que las restricciones
verifican  las  acotaciones  adecuadas.  Para  cualquier  métrica  podemos  elegir
un  sistema  de cartas  adaptadas  a  la variedad  del modo  obvio  y usarlas  para
hacer  estas  comprobaciones.
Es  importante  precisar  que  podemos  usar  la  simplectización  no sólo para
construir  la  teoría  intrínseca  local,  sino para  resolver  problemas  de transver
salidad  en  M  a  lo  largo  de  D  para  XkjM  donde  xk es  una  sucesión  A.H.
de  la  simplectización.  En  efecto,  la  transversalidad  será  una  afirmación
sobre  VD(xkIM). Por  definición  VD(xkIM) es  la  proyección  sobre  D  de
Se  comprueba  por  tanto  que  VDXk  E  F(.b* 0  Lk)  definida
en  la  symplectización  extiende  a  VD(xk1M), con lo  que  podemos  tratar  de
convertir  el problema  original  de  transversalidad  en  un  problema  de  trans
versalidad  para  VDXk  (que  hemos  visto  coincide  de  modo  aproximado  con
axk)  en los puntos  de  M.
Del  mismo  modo los  argumentos  anteriores  se  aplican  en  el caso relativo
(M,  w, G, N),  donde  (M,  w)  es una  variedad  simpléctica  compacta,  N  (resp
Q) es una  subvariedad  simpléctica  (resp.  calibrada),  y G  es una  distribución
casi-compleja  definida  en  un  entorno  U  de  N  que  extiende  a  TN  (resp.
a  D).  Obsérvese  que  es  elemental  encontrar  una  J  compatible  que  haga
complejas  las  extensiones  locales  arbitrarias  de  TN  y  D  respectivamente.
En  el caso de  una  subvariedad  simpléctica  es posible  encontrar  en los puntos
de  N  coordenadas  A.H.  (para  M)  adaptadas  a  G  y  que  ademas  rectifiquen
N  (en la carta  coincide con  C9 x {O}, y de hecho podemos  lograr  que  CG’
coincida  de modo  aproximado  con C9 x C9).  De  ello se deduce  que si Xk  es
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una  sucesión  A.H. de Lk  :=  L®k,  la  restricción  a  N  también  es  una  sucesión
A.H.  de  (N,  J, g’),  donde  9N  es la métrica  inducida.  También  se prueba  que
VGXk  extiende  a  V(xkIN).
Si  lo  que  tenemos  es  una  subvariedad  calibrada,  se  comprueba  sin  difi
cultad  que  —al igual  que  para  subvariedades  simplécticas— la  restricción  de
L  define  una  sucesión  muy  amplia  de  fibrados.  De  nuevo  tomando  en
los  puntos  de  Q coordenadas  A.H.  que  rectifiquen  Q, cuya  restricción  a  Q
sean  coordenadas  A.H.  y tal  que  G e  G  coincida de modo  aproximado  con
C  x  si Xk es una  sucesión  A.H. en M,  se comprueba  que  su restricción
es  una  sucesión  A.H.  de  (Q,D,J,g)  y  que  VDXk extiende  a  VD(xkIQ).
3.5.  Fibrados  de  rango  superior
Se  tienen  resultados  similares  para  fibrados  de rango  superior.  Aquellos
que  nos interesan  especialmente  son los  de la  forma  C  ® Lk,  pero  también
los  que  localmente  tienen  ese  aspecto  en  el sentido  aproximado.
DefiniciÓn  3.35  (véase [3]).  Una sucesión  Ek  —+ M  de fibrados  hermitianos
de  rango m  con  conexión  (unitaria)  es  asintóticam ente  muy  amplia  (o muy
amplia)  si existen  constantes  positivas  ck  —*  oc,  (C)>o,  tal que la curvatura
verifica:
(.1)  (iFk(v,Jv)u,u)    gk(v,v)1u12,Vv E
(2)  IFkID — FkjIgk   CrC112,
(3)    Cc2Vj    O.
Una  sucesión  Ek  de  fibrados  muy  amplia  es  localmente  escindible  en
el  sentido  aproximado  (o simplemente  localmente  escindible),  si  para  cada
x  E M  se puede  encontrar sobre una  bola de g-radio  fijo  secciones  unitarias
Tk,1,  ...,  Tk,m  tal  que  Tk,1  A ...  A Tk,m  está  acotado  inferiormente  (son  com
parables  a  una  base unitaria),  y  para  la  escisión  local  que  inducen,  Ek
Lk,1  e   Lk,m,  la matriz  de 1-formas  ak,  que  representan  la  diferencia
entre  la conexión  principal  y la suma  directa de las inducidas  en  cada fibrado
de  línea  verifica  V’cxk,xIg <  O(c1)  para  todo r    O en  la bola de g-radiofi jo  (lo  que  en  realidad es  más  fuerte  que pedir  que sea  anule  en  el sentido
aproximado).
En  cualquier  caso  sólo  consideraremos  aplicaciones  para  fibrados  de  la
forma  Ek  =  E  0  Lk,  donde  E  es un  fibrado  hermitiano  con  conexión.  Para
estos  fibrados  además  de disponer  de la escisión asociada  a la  métrica  se tiene
la  dada  por  las curvaturas  de Lk.  La noción  de sucesión  de secciones A.H.  es
obvia  al  igual  que  la  de sucesión  con  decaimiento  gaussiano.  Se  comprueba
fácilmente  que  al  tensorizar  las secciones de  referencia  anteriores  con  bases
unitarias  locales de  E,  se obtienen  sucesiones  de secciones aproximadamente
holomorfas  y  con  decaimiento  gaussiano  T,1,  ...,  T%,m  formando  una  base
local.
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Para  una  sucesión  de  fibrados  localmente  escindibles  generales  la  única
escisión  que  podemos  encontrar  es  la  de la  métrica.  Aún  así  si lo que  quere
mos  es construir  sucesiones  de secciones de referencia  sin recurrir  a la  teoría
relativa,  podemos  considerar  los fibrados  locales  Lk,j  y obtener  secciones de
referencia  locales  para  ellos.  En  esta  construcción  localmente  se  puede  usar
como  elemento  auxiliar  la  correspondiente  escisión asociada  a  las curvaturas
(diferente  en principio  para  cada  fibrado),  obtener  para  ella  secciones de re
ferencia  A.H.,  y aplicar  el lema 3.30 para  concluir  que las sucesiones  también
son  de  secciones de  referencia  con respecto  a  la  escisión natural  dada  por  la
métrica.
Resumiendo,  hemos visto  que hay tantas  nociones  de secciones A.H. como
retracciones  para  la  proyección  natural  T*M  —  D*.  Muchas  de  estas  resul
tan  ser  equivalentes  o incluso  fuertemente  equivalentes.  En  particular,  para
la  retracción  dada  por  la  métrica  podemos  encontrar  secciones de  referencia
porque  existen  de modo  obvio para  la  teoría  asociada  a  la  escisión  dada  por
las  curvaturas.
Es  posible  construir  sin apenas  esfuerzo secciones con las mismas propieda
des  usando  la  teoría  relativa.  Aunque  a  la  luz  de  los  resultados  obtenidos
usando  dicha  teoría  pudiera  parecer  que el trabajo  realizado  para  desarrollar
la  teoría  local  intrínseca  es  vano,  esto  no  deja  de ser  sino una  imprésión  un
tanto  errónea.  En  el  fondo  ambas  son  dos  versiones  de  una  teoría  A.H.  a
lo  largo  de  distribuciones  (o foliaciones  en los  modelos),  y  la  clase  de cons
trucciones  locales  que  se necesitan  son  esencialmente  las mismas:  en primer
lugar  construcciones  de cartas  de Darboux  asociadas  a la  distribución  corres
pondiente  que  coincidan  de  modo  aproximado  con  modelos  locales  obvios,
y  en  segundo,  soluciones  al  problema  local  de  existencia  de  secciones A.H.
también  obvias  (al menos  tras  los trabajos  de  S.  Donaldson).
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El  objetivo  principal  de  la  teoría  es  demostrar,  para  una  sucesión  muy
amplia  de  fibrados  (localmente  escindibles),  la  existencia  de  sucesiones  de
secciones  aproximadamente  holomorfas  con buenas  propiedades  de transver
salidad.  Más  explícitamente  buscamos  ser  capaces  de  hacer  el  pullback  de
determinadas  estratificaciones  en el  espacio  total  de los fibrados  con  los que
estamos  trabajando;  por  tanto  hemos  de ser  capaces  de  lograr  transversali
dad  de  las  secciones  con  respecto  a  estas  estratificaciones.  Las  condiciones
que  impondremos  a dichas  estratificaciones  implicarán  que la  transversalidad
uniforme  se reducirá  a un  resultado  local  de  transversalidad  estimada  para
familias  uniparamétricas  de funciones  holomorfas.  Obsérvese  que  esta  teoría
ya  existe  para  el caso  par,  en  el  que  la  principal  aplicación  es  para  ciertas
estratificaciones  de  los fibrados  de jets  pseudo-holomorfos.  Desarrollaremos
una  teoría  similar  para  jets  pseudo-holomorfos  en el caso de dimensión  impar.
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En  el marco  de la  teoría  relativa  mostraremos  que  en  el caso  par  existen
estratificaciones  interesantes  asociadas  a  una  polarización,  y  que  bajo  de
terminadas  condiciones  (esencialmente  las  enunciadas  en  [41) la cuestión  de
transversalidad  se  reduce  de  nuevo  al  teorema  local  de transversalidad  a  lo
largo  de subvariedades  para  funciones  aproximadamente  holomorfas  probado
por  J.  P.  Moshen  [43].
En  primer  lugar  pasamos  a  introducir  los  fibrados  (hermitianos)  de jets
pseudo-holomorfos.
4.1.  Jets  pseudo-holomorfos
El  caso integrable.  Sea E  —* M  un fibrado  hermitiano  complejo  sobre  una
variedad  compleja  (dimensión  par).  Para  definir los jets  holomorfos  es nece
sario  tener  una  conexión V con  =  O, esto  es, una  estructura  (compatible)
de  variedad  compleja  en E  (teorema  2.1.53  en [15]; recordemos  que  este  re
sultado  es  válido  para  cualquier  conexión,  y  si  ésta  es  unitaria  equivale  a
que  la  curvatura  coincida  con  Fj’).  Dicha  estructura  da  lugar  a  una  no
ción  de  sección  holomorfa  y por  tanto  de  r-jet  holomorfo.  El  espacio  de jets
tiene  cartas  locales  naturales  obtenidas  a  través  de  la  elección  de  coorde
nadas  holomorfas  en la  base  y de una  trivialización  holomorfa  del fibrado,  y
usando  ‘9o (definido usando  la estructura  compleja canónica  Jo y la  conexión
trivial  d)  para  aplicaciones  holomorfas  de  C  a  Cm;  localmente  obtenemos
por  tanto  Jnr,m,  los  r-jets  holomorfos  usuales  para  aplicaciones  holomorfas
de  C  en cm  (clases  de equivalencia  de gérmenes  de aplicaciones  holomorfas
de  C  en Cm).
Se  puede  usar  la  conexión  para  dar  una  definición  diferente  de jets  holo
morfos  (en principio  localmente  y dependiente  de las cartas)  considerando  el
operador  ¿9ç (esto  es, si la  matriz  de formas  de  conexión  en la  trivialización
holomorfa  correspondiente  es  A  =  A”°,  entonces  el  1-jet  acoplado  de  una
sección  holomorfa  r  se  define como (r,  90r  +  AT))).  Es importante  observar
que  la clase  de información  que  se obtiene  de estos  jets  acoplados  no  es la  de
los  jets  usuales.  En  este  punto  es  necesario  explicar  por  qué  son útiles.  En
primer  lugar  asumimos  que  nuestro  fibrado  E  es de la  forma  cm 0  L,  donde
(L,  V)  es un  fibrado  de línea hermitiano  (normalmente  uno muy amplio)  en el
que  F  =  F’1  (insistimos  en que  en caso de  que la  conexión  sea  hermitiana
esto  equivale a la  holomorff a  del fibrado,  y en caso contrario  es una  condición
más  fuerte).  Una  sección holomorfa  r  de E define una  aplicación   a CllD
fuera  de los puntos  donde  se anula.  Pretendemos  estudiar  la  genericidad  de 
a  través de la de T.  Para  ello queremos  trasladar  el correspondiente  problema
de  transversalidad  para  el  r-jet  de  q  en el fibrado  no-lineal  JT(M,  CIPm_l),
a  un  problema  de transversalidad  para  el  r-jet  acoplado  de  r  en un  fibrado
de  r-jets  “acoplados”  de  secciones  holomorfas  de  cm  0  L,  que  pasamos  a
describir.
Comenzamos  dando  una  noción de r-jets  acoplados  locales:  una  vez elegi
das  coordenadas  holomorfas  en la base usamos  la  conexión plana  d actuando
en  secciones de  T*mfbM   T*lOCn; el r-jet  acoplado  de  una  sección  r  en un
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punto  de  la  carta  se  define  como  (r,  9VT,  ...,  Or),  donde  los  iterados  de D
se  construyen  usando  d  (que  no  ha  de confundirse  con  la  derivada  exterior)
en  los  factores  T*l,OM
Tal  y  como  hemos  indicado,  en  el  dominio  de  una  carta  compleja  el  fi
brado  L  puede  ser  trivializado  con  secciones  holomorfas  de  modo  que  A°”
—la componente  antiholomorfa  de  la  forma  de  conexión  A  =  A”°  + A°”—
se  anula.  Sobre  cada  punto  de  M  el  conjunto  de  los  jets  “acoplados”  se
pueden  identificar  con  los  usuales  (o planos)  y  por  tanto  llenan  el  fibrado
®  C  (aunque  para  una  misma  sección  los  correspon
dientes  r-jets  en  cada  punto  serán  en  general  diferentes).  En  efecto,  para
cada  punto  podemos  encontrar  una  trivialización  por  secciones  holomorfas
cuyos  grafos  son  tangentes  a  la  “distribución  horizontal”  asociada  a  la  co
nexión.  Por  tanto,  la  forma  de  conexión  se  anula  en  el  punto.  Esto,  junto
con  la  anulación  de  F’°,  da  el resultado  deseado.
Los  jets  acoplados  también  comparten  otra  importante  propiedad  con
los  planos:  dado  cualquier  (r  +  1)-jet  a  =  (ao,  ...,  r+i)  sobre,  digamos,
el  origen,  existe  a  una  sección  local  de   con  a(O)  =  (ao, ...,  U,.)  y
a  =  Dva(O)  =  Va(o);  basta  usar  la  misma  construcción  que  en caso  plano
perturbando  linealmente  1r’(a)  =  (a0, ...,  o,.)  con  polinomios  compléjos
homogéneos  adecuados,  y la  anulación  de la  forma  de conexión  en el  origen.
En  este  punto  el disponer  de un  modelo  local para  los r-jets  acoplados  es
suficiente  para  nuestros  propósitos  (de hecho  hemos  descrito  el  model  par  y
el  impar  no  será  sino una  versión folliada  de este  último).  En  cualquier  caso,
hacemos  notar  que  es  posible  dar  una  definición  global  de  r-jets  acoplados
que  siguen  teniendo  las propiedades  fundamentales  de los  locales.
Si  queremos  trabajar  de modo global con jets  acoplados  es  necesario usar
una  conexión  en  T’0C,  por  ejemplo  la  inducida  por  la  de  Levi-Civita,  la
cual  nos  dará  simetría  en  el  caso  de  que  la  métrica  sea  Káhler.  Esto  es,
podemos  escoger  coordenadas  holomorfas  normales  en  las  que  la  matriz  de
formas  de  conexión  se  anula  en  el  origen  (o equivalentemente  la  torsión  de
la  conexión  es  nula  en  el  origen  [25]), lo  cual  —junto con  el  hecho  de  que
la  curvatura  tiene  tipo  (1, 1)— garantiza  que  el  r-jet  acoplado  es  un  tensor
simétrico).  Una vez más la propiedad  que describe  un  (r+1)-jet  como el 1-jet
de  una  sección  local  del  fibrado  de  r-jets  holomorfos  acoplados,  se  cumple;
de  nuevo  en  este  caso hay  que  elegir una  carta  holomorfa  normal.
Es  necesario  reseñar  que  la  introducción  de  una  métrica  desvirtúa  estos
jets  acoplados  globales,  pues  proyectivizando  no  corresponderían  a  los jets
usuales.  En  cualquier  caso  conviene  recordar  que,  cualquiera  que  sea  la
definición  de  r-jets  pseudo-holomorfos  que  nos  dispongamos  a  dar,  será  tal
que  coincidan  de  modo  aproximado  con  los  de  los modelos  locales  (esto  es,
los  jets  “acoplados”  que  acabamos  de  describir);  en  los  modelos  locales  la
métrica  es  g  (o si  se  quiere  la  aportación  en métrica  9k  de  los  símbolos  de
Christoffel  y  sus  derivadas  para  la  conexión  de  Levi-Civita  asociada  a  g  es
aproximadamente  nula,  o dicho  de otro  modo  coincide de modo  aproximado
con  la  aportación  de  go,  que  es  nula),  por  lo  que  la  clase  de  información
que  obtendremos  de  los  r-jets  pseudo-holomorfos  será  significativa  para  el
estudio  de  (sucesiones  de)  aplicaciones  AH.  a espacios  proyectivos.
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A  pesar  de todo  es interesante  observar  que  en el caso integrable  el uso de
una  métrica  Káhler  da una  noción  de r-jets  acoplados  globales que  llenan  el
fibrado  adecuado  y para  los  que  se dispone  de  representaciones  locales  (que
serán  instrumentos  fundamentales  para  el estudio  de problemas  de transver
salidad).
La  ventaja  de los jets  acoplados  es que  simplifican el grupo  estructural  del
fibrado  (que pasa  a  ser  vectorial)  —que en el caso  plano  es  0fl  x  G1(m, C)—
donde  °7-tÇ es  el grupo  de r-jets  de gérmenes de transformaciones  biholomor
fas  de  C1  fijando  el origen.
Nótese  que  si quisiésemos  tener  r-jets  acoplados  coincidiendo  localmente
con  los  planos  (imaginemos  por  un  momento  que  el  fibrado  es  trivial  de
modo  que  la  forma  de  conexión  es  nula),  entonces  la  métrica  tendría  que
ser  también  plana  y  las  funciones  de  transición,  siendo  isometrías,  serían
lineales.  El  resultado  sería  una  reducción  del grupo  estructural  a Gl(n,  C)  x
G1(m,C)  c  G1(N,C),  donde  N  es la  dimensión  de  la  fibra  de   que  es
exactamente  lo  que  se consigue al  introducir  una  conexión.
En  la  situación  impar  nuestro  modelo  es  el  ya descrito:  suponiendo  que
en  la  variedad  casi-compleja  de partida  tanto  D  como  J  son  integrables,  pe
dimos  una  identificación  local  adaptada  a  la  foliación horizontal  en  C  x  IR
de  modo  que  J  coincida la  estructura  compleja  canónica  Jo y  tal  que la  cur
vatura  restringe  a  cada  hoja  como  una  forma  de  tipo  (1, 1)  independiente
de  la  coordenada  vertical.  Para  definir los jets  holomorfos  acoplados  (y fo
liados)  en  la  carta  se  procede  del  mismo  modo  que  cuando  se  definen  jets
foliados.  Para  cada  punto  se  restringe  la  función  a  cada  hoja  (suponemos
que.  hemos  trivializado  de  modo  que  la  restricción  a  cada  hoja  de  la  forma
de  conexión  es  también  independiente  de  la  coordenada  vertical)  y  se  con
sidera  el  correspondiente  jet  holomorfo  acoplado.  Por  lo  tanto  sobre  cada
punto  coinciden  con  los  jets  acoplados  para  variedades  complejas  (aquí  se
necesita  que  la  estructura  compleja sea  independiente  de la  coordenada  ver
tical;  al tener  la  restricción  de la forma  de conexión también  esta  propiedad,
en  esta  trivialización  cualquier  subvariedad  en  ‘m  se  extiende  de  modo
natural  a  una  en  JLhflm  ¿T’m x  IR independiente  de  la  coordenada  verti
cal).  Si ademas  suponemos  que  el fibrado  es  C  0 L  en  el  que  la  curvatura
de  L  (tal  vez  foliada)  es  —iwo,  entonces  tenemos  además  trivializaciones
holomorfas  definidas  multiplicando  una  sección  cuya  forma  de conexión  (tal
vez  foliada)  es  A0  por  f(z,  s)  =  eI()I2/4  ó  f(z,  s)  =  e_Z214  (independi
ente  de s),  que  sabemos  son soluciones de las correspondientes  ecuaciones  de
Cauchy-Riemann.
De  nuevo  si  quisiésemos  dar  una  definición  global  —aunque el  modelo
local  es  suficiente  para  nuestros  propósitos— sería  necesario  usar  por  ejemplo
la  conexión  en T*lo(C7  x  IR)  T*l,OC  (a nivel  de fibras).  Podemos  usar  la
conexión  inducida  por  la  restricción  de  la  de  Levi-Civita  a cada  hoja  (aquí
el  tema  de  la  simetría  es  más  delicado).
Por  último  en  presencia  de  polarizaciones  se  considera  el  modelo  local
C9  x C’9,  y  se trabaja  con jets  holomorfos  foliados  a  lo largo  de las  hojas
 x {w},  denominando  al fibrado  correspondiente  mediante  ¿T&nm  (y  que
4.  JETS  CASI-COMPLEJOS                     59
coincide  con  x C9).  Lo cierto  es  que  a  la  hora  de tratar  la  transver
salidad  no  estaremos  interesados  en  trabajar  en  el  fibrado  de jets  foliados,
sino  que haremos  puliback  al fibrado  de jets  holomorfos  y trabajaremos  ahí,
por  lo que  en su  momento  estudiaremos  algunas  propiedades  elementales  de
la  aplicación  natural  Ym  
Jets  pseudo-holomorfos.  Sea Ek  una  sucesión  muy  amplia  de fibrados  vec
toriales  hermitianos  localmente  escindibles  sobre  la  variedad  casi-compleja
(M,D,J,g).  Consideramos  los fibrados  JJEk  :=  =0((b*10)®J)  ®Ek.
La  métrica  hermitiana  h  inducida  en  D  por  definición  da  lugar  a  una
métrica  hermitiana  en  la  componente  (0, 1)  de  D.  Ocurre  lo  propio  con
la  componente  (1,0),  sin  más  que  considerar  la  misma  construcción  para
—J.  Usando  la  inmersión  asociada  a  la  métrica  tenemos  por  tanto  una
métrica  hermitiana  en  D*l,O  que  a  su  vez induce  otra  métrica  hermitiana
en  (b*1,0)®T;  para  JjEk  la  métrica  apropiada  es  hk  :=  Ckh,  pues  en  car
tas  adaptadas  es  la  comparable  a  h0  =  go.  La  conexión  de  Levi-Civita
induce  una  conexión  en  D*l,O  que  junto  con  la  aplicación  simetrizadora
sym:  (.b*l,o)®J  ...  (fr1O)(D3  da  lugar  a una  conexión  en  (.b*1o)OJ. Ésta,  y
la  de  Ek  dan  lugar  a una  conexión  Vk,r  en YEEk.
La  definición  de jets  pseudo-holomorfos  a  lo  largo  de  D  (o simplemente
jets  pseudo-holomorfos  o casi-holomorfos)  para  una  sucesión  Ek  de fibrados
vectoriales  hermitianos  es  la  siguiente  (véase  [4]):
Definición  4.1.  Sea  Tk  una  sección  del fibrado  (Ek,  Vk).  El  r-jet  pseudo
holomorfo  j’r  es  una  sección  del fibrado  Jj3Ek  3=O((*1O)®3)  ® Ej
definido  por  inducción  tomando  el  1-jet  pseudo-holomorfo  asociado  a  Vk,
para  obtener  un  elemento  de  ® (iO  (f*1O)®i)  0  Ek),  y  luego com
poniendo  con  (symji  0  1,...  ,  sym2  0  1, 1 0  1, 1)  para  obtener  una  sección
de  Jj4Ek.
Observación  4.:  La definición anterior  incorpora  el hecho de que los  (r + 1)-
jets  están  definidos  como la  simetrización  del  1-jet  pseudo-holomorfo  de una
determinada  sección  (holónoma)  de .JbEk  (en realidad  en la  definición hemos
considerado  la componente  de grado 1 de este  1-jet,  que tras  simetrizar  da las
de  grado  1, ...,  r  + 1, a  las que  posteriormente  añadimos  Tk proviniente  de la
parte  de grado  cero).  Obtenemos  el mismo resultado  si consideramos  todo  el
1-jet  de la  sección  de .Jj5Ek y simetrizamos  adecuadamente,  pues  obtenemos
la  misma  componente  homogénea  de  grado  j,  j  =  1, ...,  r,  proveniente  de  la
de  grado  1 y de la  de  grado  O del  1-jet  de  la  sección  de ¿lEk).
Observación  4.3:  El r-jet  Tk  es suma de r+1  componentes  homogéneas.  Para
definir  jÇ3flr  no  necesitamos  todo  el r-jet,  tan  sólo la  componente  de  grado
Observación  4.4: La  definición  de  jets  pseudo-holomorfos  sólo  tiene  real
mente  sentido  en  cuanto  a  su  uso  posterior  para  valores  muy  grandes  de
k,  ya  que  la  métrica  pasa  a  ser  prácticamente  plana  (en  cartas  adaptadas  a
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la  métrica  o curvaturas)  y por  tanto  la parte  no simétrica  es también  aproxi
madamente  nula.  Así  pues  la  simetrización  tiene  un  efecto  desdeñable  y
localmente  los jets  coinciden  aproximadamente  con  los jets  acoplados  holo
morfos  definidos  en C  x  con la  estructura  compleja  J0 y la  métrica  plana.
En  particular,  llenan  el fibrado  JjjEk.
Observación  .5:  Aunque  la  conexión en  fY”°  puede  no  ser  compatible  con
la  métrica  hk,  lo es en el sentido  aproximado.  Tampoco  esto  reviste  especial
importancia  en  el caso  holomorfo,  porque  lo  que  nos interesará  será  inducir
conexiones  con curvatura  de tipo  (1, 1), sean  o no compatibles  con la métrica.
Esencialmente  todas  las propiedades  y construcciones  locales pueden  tras
ladarse  de  Ek  a  J.fEk.  Para  cada  punto  x  en  M  hay  disponible  una  base
local  de  Ek  formada  por  secciones de referencia   ...,   Una  vez
jadas  coordenadas  A.H.  (adaptadas  a la  métrica  por  ejemplo),  tenemos  una
identificación  de  b’°  con *j,Ocn sin más  que  considerar  d4  E T*l,OCn e
identificarla  con  su  componente  en  b’1’°. Conviene recordar  que  esta  iden
tificación  tiene  sentido  en  bolas  de  gj  radio  0(1),  que  es  la  región  donde
nuestros  cálculos  han  de  ser precisos.  De  lo que  ocurre  fuera  de  esta  región
se  encarga  el  decaimiento  gaussiano  de  la  secciones  de  referencia.  Es  im
portante  resaltar  que  aunque  escribamos  d4,  nos  estaremos  refiriendo  a  la
imagen  en D*l,o mediante  la  correspondiente  aplicación  de fibrados  (definida
localmente).  La  observación  que  nos  interesa  es  que  esta  aplicación  tiene
norma  acotada  por  0(1)  y derivadas  acotadas  por  O(c”2),  pues se  cumple
lo  propio  para  dzL como sección  local de  
Una  vez  elegidas  trivializaciones  (por  secciones  de  referencia)  y  coor
denadas  A.H.,  tenemos  una  identificación  local  de  JEk  con  Jm  aso
ciada  a  la  base  ,ak,,I  descrita  como  sigue:  para  cualquier  (n  +  1)-tupla
1  =  (io,i1,  ...,i),  con  1  <  i0  <  m,  O <  ji  +  ...  +  i   r,  definimos
I-k,x,I  dz10’  ®  0   ®  Es  elemental  comprobar  que  esta
base  —en bolas  de 9k-radio  0(1.)  en las que  es comparable  con una  unitaria—
está  formada  por  secciones  A.H.  con  decaimiento  gaussiano  con  respecto  a
x.
Por  tanto,  la  sucesión  TEk  es muy  amplia  y  localmente  escindible,  con
la  salvedad  de  que  en  la  definición  de  amplitud  se  pide  que  la  conexión  sea
compatible  con  la  estructura  hermitiana,  aunque  esto  no  tiene  importancia
pues  esta  propiedad  se  usa  para  la  construcción  de  secciones  de  referencia,
de  las que  ya  se  dispone  por  otro  cauce.
Cuando  tenemos  una  polarizaciónG,  el fibrado  de r-jets  pseudo-holomor
fos  a lo largo  de  G será  JEk  :=  I=o((*1,0)®2)  ® Ek.  Usando  la  escisión
D  =  G  G-’- podemos  ver ¿TEk  como un  subfibrado  de ..T’Ek.  Extendiendo
por  ceros,  toda  sección  del  subfibrado  lo  es  también  de  ..TEk.  Empleamos
el  mismo proceso  de inducción  que  para  la  definición de jets  a  lo largo  de  D,
sólo  que  después  o antes  de simetrizar  (da  el mismo resultado),  proyectamos
ortogonalmente  TM*l,O  sobre  Ü’°  (o incluso  primero  T*MC  sobre  Ge).
En  coordenadas  A.H.  adaptadas  a  G  y utilizando  (g + 1)-tuplas  1  como
las  anteriores,  es decir,  sólo para  las coordenadas  z,  ...,  4, se ve que  /k,x,J9,
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donde  en  este  caso  dzL,  1 <  i<  g,  se identifica  con  su  proyección  primero
sobre  T*l,OM  y  luego  sobre  G*l,o,  es  una  base  local  del  fibrado  JEk  de
secciones  con  decaimiento  gaussiano  con  respecto  a  x  (comparable  con  una
unitaria  en bolas  de  9k-radio  0(1)).
En  esta  situación  hay  todavía  un  punto  débil.  Teniendo  en  cuenta  que
la  meta  final  es  construir  sucesiones  de  secciones cuyos  r-jets  sean  transver
sales  a  determinadas  estratificaciones,  es  necesario  que  los propios  jets  sean
secciones  aproximadamente  holomorfas  de los correspondientes  fibrados  para
así  poder  aplicar  las técnicas  de geometría  aproximadamente  holomorfa.  En
particular  las bases  locales que pretendemos  usar  son holónomas  y responden
a  la siguiente  definición:  si 1 es una  de las (n+1)  tupias  usadas  anteriormente
se  define vk,x,I  :  jyrkJ,  donde  ‘r1  :=  (z)21   E I’(Ek).  Es
elemental  comprobar  que  constituyen  una  base  en  9k-bolas  de  radio  0(1)
(comparable  con  una  unitaria)  y que  las  secciones tienen  decaimiento  gaus
siano;  el r-jet  es aproximadamente  una  componente  de  la derivada  a lo largo
de  D,  y podemos  aplicar  las  ideas  del  lema  3.27 para  comprobar  que  cotas
en  norma  C7l  para  Tk  se  transforman  en   cotas  para   teniéndose
buen  control  sobre  el  cambio  de  constantes  (ya  que  se  obtiene  una  relación
multiplicativa).
Del  mismo modo se cuenta  con las bases  locales Vk,z,19  :=  jr1,  donde
la  definición  de  r’   es  la  obvia.  Es  fácil  que  estas  secciones  tienen  de
,x,  
caimiento  gaussiano  y forman  una  base  del subfibrado  en una  bola  adecuada.
Es  una  observación  de  D.  Auroux  que  en  el  caso  Káhier  (véase  [5]) los
jets  acoplados  no  son secciones holomorfas  del fibrado  Jnr,m,  con  respecto  a
la  estructura  compleja  inducida  por  la  conexión  (debido  a  la  curvatura).
Esta  dificultad  se  supera  introduciendo  una  nueva  estructura  compleja
(una  nueva  conexión)  en  .JEk  (resp.  en  JTEk  en  el  caso  par).
Proposición  4.6.  Sea  Ek  —÷ (M,  D,  J, g)  una  sucesión  muy  amplia  de fi
brados  vectoriales  hermitianos  localmente  escindibles.  La  sucesión  JEk,
que  es muy  amplia para las  conexiones  Vk,,.  descritas  anteriormente,  admite
nuevas  conexiones  Vk,HT  tal  que:
(1)  Vk,r  —  Vk,H  E   0  End(.JJ3Ek),  y  por tanto  ambas  conexiones
definen  los  mismos  jets  aproximadamente  holomorfos  (e igualmente
para  polarizaciones).
(2)  Denotemos  por  Fk,HT  y  Fk,r  las  curvaturas  de  Vk,Hr  Y  Vk,r.  Se
tiene  Fk,H,.   Fk,,. y  por  tanto  (J,Ek,  Vk,Hr)  es  una  sucesión  muy
amplia.  Además,  una  base local en  bolas de 9k-radio  fijo  se  obtiene
con  jTkI,  donde  TJ,  j  =  1, ...,  ni  es  una  sucesión  de secciones
de  referencia  de Ek.
(3)  Si  rk:  M  —* Ek  es una sucesión  de secciones C’-A.H.,  jTk:  M  —*
JJEk  es  una  sucesión  de  secciones  Ch1A.H.  para  las  conexiones
Vk,HT.  También  se  tiene  que jjTk:  M  —  JEk  C  .J7Ek  es una
sucesión  de secciones ChA.H.
Para  jets  integrables acoplados (locales) si la curvatura  F  de cada fibrado
de  línea L,  i  =  1, ...,  m,  restringida  a la hojas  tiene  componentes  constantes
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(respecto  a todas  las  coordenadas),  la anterior  modificación  da una  igualdad
para  la restricción  de las curvaturas  a cada hoja, lo que en particular  implica
que  la estructura  casi-compleja  definida  es  también  integrable  (en  cada hoja
del  puliback  de  Dh  a  Jh,fl,m)  Asimismo,  si  T  es  una  sección  holomorfa
(función  a Cm), también  es  holomorfa  para la nueva  estructura.
PRUEBA.  Omitiremos  los subíndices  k  y  r  en las conexiones siempre  que
no  haya  lugar  a  equívoco.
Sea  a  =  (ok,o,ak,1)  una  sección  (tal  vez  local)  de  JEk.  Se  define
VH1 (ak,o, Uk,1)  =  (Vak,o,  Vak,1)  + (O, —F’1Jk,O),  donde  —F’1Uk,O E
*1,O  ® Ek  (véase  [5]).
La  citada  expresión  define  una  conexión.  Todas  las  identidades  pueden
ser  probadas  localmente  en  bolas de gk-radio  fijo;  es más,  como son  identi
dades  apróximadas  se  puede  usar  la  descomposición  local  de  Ek  en  Lk,1 
Lk,m  dada  por  una  base local de secciones  Tk,1,  ,  Tk,m,  junto
con  la conexión diagonal  inducida,  que  seguimos llamando  V,  y la correspon
diente  curvatura  F.  Es entonces  fácil ver  que es suficiente  probar  el resultado
cuando  Ek  es una  sucesión  de  fibrados  de  línea.
En  una  sucesión  Lk  de fibrados  de línea con conexión V,  la escisión TM  =
D   D’  permite  escribir  la  conexión V  =  a + 5 +  VD±.  Se  comprueba  que
como  la  curvatura  para  la  escisión dada  por  ella misma  es  aproximadamente
de  tipo  (1, 1),  por  los  resultados  del  apartado  2.1  de  la  sección  2,  para  la
escisión  dada  por  la  métrica,  FJJ’  F,  luego FD  85  + 5.
El  término  adicional  que  se  añade  para  definir  la  conexión  modificada
se  puede  entender  mejor  a  través  de la  expresión  de  la  curvatura  actuando
sobre  secciones  aproximadamente  holomorfas  Tk  Recordamos  que  en  co
ordenadas,  para  definir  la  curvatura  la  conexión  se  ha  de  componer  con  el
operador  V1:  T*M  ® T’M  0  Lk  —  T*M  O Lk  definido  como  sigue:  en la
carta  en la  que  T*M  está  trivializada  tenemos  definida  la  conexión  plana  d
en  T*M;  el  operador  V’  es  d 0  1 —  1  0  V,  que  compuesto  con  la  aplicación
antisimetrizadora  asym2: T*M  O TM  -  A2T*M  da  lugar  a  la  curvatura.
Es  fácil  ver,  por  ejemplo  en  coordenadas  A.H.  adaptadas  a  la  métrica  (o a
las  curvaturas),  que  FD es el resultado  de  considerar  la  composición  de  VD
con  :=  dD  O ID —  ‘D  O VD,  y posteriormente  con  la  antisimetrización.
El  término  SSrk   dDrk   dj  se  anula  en  el  sentido  aproximado:
escribimos  &rk  =   d4  O girk,  donde  dzi  E  D1.  Por  tanto,  (dD O
—  ‘D  O  VD)  o   —(ID O VD)  o rk.  Luego  para  una  sucesión  Tk
aproximadamente  holomorfa,  FDYk   asym2(—D&rk) (las  aplicaciones  de
antisimetrización  y  simetrización  son  de  orden  0(1)  y  tienen  derivadas  de
-      —1/2tamano  O(ck  )).
El  término  8  de la  curvatura  se puede  escribir  como la  composición  de
—a o a con la  aplicación  antisimetrizadora.  En  definitiva  podemos  concluir
que  la  conexión  modificada  actúa  sobre  la  sucesión  jbrk  aproximadamente
añadiendo  el  término  no  antisimetrizado  de  la  componente  de  la  curvatura
en
VH(Tk,  SYk)  (Vrk, VSrk — 9 O ¿9T/).
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Así,
VH,D(Tk,  DTk)  (VDTk, 09Tk  +  99T  —  8  ® &Tk)   (VDTk,  88Tk),
y  por tanto,
8H3}Jrk   (7-,0)   0.
En  el caso integrable  lo que  añadimos  es exactamente  —®8  y el  1-jet de
una  sección  holomorfa  es  evidentemente  holomorfo  para  la  nueva  conexión.
Para  comprobar  las identidades  relativas  a la  conexión modificada  usamos
cartas  adaptadas  a  la  métrica  (o a  las  curvaturas  también),  y  las  anterior
mente  mencionada  bases  locales de D*,O y D*O,l  completadas  con dsk  a una
base  local  de  T*M  ® C.
Considérese  la  base  local  de  J/Lk  dada  por  (0, dz)  ® r,  ...,  (O, dz)  ®
Tk,  (1,0)  0  rj.  La  expresión  para  la  primera  derivada  covariante  es:
VH(0,dz)=(0,Vdz),  i=1,...,n,
VH(1,  0)  =  (Vi,  0)  =  (AdzL  + BLd2  + Ckdsk,  —F”).
La  componente  de curvatura  de  V  en D  se escribe:
FD          Ad2,  íl  =     —.
Para  el subfibrado  generado  por  (0, dz),  ...,  (0, dz),  la  curvatura  de VH
es  la  de  V.
En  cuanto  a  la  sección  (1,0),
fl(1,0)   VH(Ad4  + Bd2  + Ckdsk,   íd4  0dz)  
i,j=1
 (Fvi,   (RAjd4  A d4  0  dz  +         A d2  0  dz)  +
i,j,1=1
+   (Ckd2LAdskodz)+
i,j=1
+    (Afdz  A d4  ® dz  +  A d  O dz)  +
1,i,j=1
+   (CkdskAd40dz))  =  (F1,0).
i ,j= 1
Obsérvese  que  cuando  la  curvatura  a  lo  largo  de  D  es  de  tipo  (1, 1)  y
dfl  =  0,  como  por  ejemplo  en  cartas  de Darboux,  las  igualdades  anterio
res  se  verifican  de modo  exacto  en  el  caso  integrable.  Éste  es  exactamente
el  motivo  por  el  cual  son  satisfechas  en  el  sentido  aproximado  en  nuestra
situación,  porque  en el  caso integrable  tenemos  igualdades.
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Hay  otro  modo  de  probar  este  resultado  que  se  basa  en  la  elección  de
una  base  especial  de  secciones  holónomas.  Dada  r  A.H.,  la  componente
de  la  correspondiente  forma  de conexión  en .b* pertenece  aproximadamente
al  subespacio  D*l,O.  Se considera  la  base  local  j(zLrk),  donde  4 es un
monomio  de  grado   1  (no  es  estrictamente  necesario  tomar  secciones  de
referencia,  basta  con  elegir  ‘r  A.H.  tal  que  j(ZjTk)  resulten  ser  una  base
local  comparable  con  una  unitaria  en una  bola  de gk-radio  constante).  Para
los  cálculos  que  siguen  ‘rk puede  ser  cualquier  sucesión  A.H.
VH(4rk,0(4rk))   (V4rk,VO(4Tk)  —3®8ZLTk),
y  la curvatura  se puede  escribir:
FH(zL’rk,8(zL’1-k))   F(4rk,3(zjTk))+(O,  —VAt®0(zLrk)—F”AV(zjrk))
(4.3)
Siendo  más  precisos,  el segundo  sumando  se puede  computar  como sigue:
—  asym2(d®I—  10  V(—a®t3(4rk)))  +asym2(I®  a®a(VzLrk).)  (4.4)
El  operador  —®D  es aproximadamente  tensorial  (porque F”  lo es).  Por
tanto,  escribiendo  V(zjrk)   0(4rk)+Cdsk®rk  =  a®Tk  +Cdsk  ®Tk,  a
D*l,O  la  segunda  componente  en el miembro  de la  derecha  de 4.4  es:
asym2(I®  O®8(VzLrk))   asym2(I®0®D(a®rk  +  Cdsk  ®rk))
 —j((a+Cdsk)Ad4®d4®rk
i,i
Las  derivadas  (usuales)  de los coeficientes de F”  son de orden
de  modo que  la  primera  componente  es:
—asym2(dØI—IØv(—a®a(zrk)))    ®Tk  —
i,i
-‘  —zíldE  Ø d4  Ø (&Tk +  Cdsk  ,® 77c)    íl(a  +  Cd.Sk) A d2  O d4  O Tk
i,i
Por  tanto,  FH   F.
Para  probar  que  los 1-jets de secciones CTA.H.  son CT_lA.H.,  basta  ver
que  lo que  se ha  añadido  a  la  nueva conexión es parte  de la  curvatura,  cuyos
coeficientes  son  de orden  0(1)  y sus  derivadas  acotadas  por
La  componente  de  grado  O de  la  derivada  covariante  de  orden  r  de
=  (r,r)  es  V’rk.  El  término  de grado  1 es  VTaTk  más  r  sumandos
homogéneos  de orden r +  1, que  son productos  de derivadas  V3r4  (de  orden
j)  y derivadas  Vr_i_2F  (de orden  r  —j). Las cotas  para  la  derivada  total
son  obvias.  Aquellas  para  la  derivada  en  las  direcciones  de  D  se siguen  del
hecho  de  que  para  k  »  O la  mezcla  de  tipos  en  las  derivadas  (de  acuerdo
con  la  escisión  de los  fibrados  T*M®T  0  JEj  inducida  por  la  métrica)  es
de  tamaño  0(c112).  En  particular  la  cota  C  para  Vrk  se  transforma  en
C’C  para  V51jrk  (aquí  se  aplican  las ideas  y  resultados  del  lema 3.27).
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Las  cotas  para  la  componente  antiholomorfa  se  siguen  de  similares  con
sideraciones  y  de  H(rk,  &rk)   (&Tk,  aaTk),  cuando  Tk  es  una  sucesión  de
secciones  A.H.
Siendo  estrictos,  hay  que  notar  que  todas  las  igualdades  aproximadas
para  secciones de .7)3Lk se han  computado  usando  las conexiones  Vk,1. Pero
de  las ideas  anteriores  se deduce fácilmente  que igualdades  aproximadas  para
las  conexiones  Vk,1  implican  igualdades  aproximadas  para  Vk,H1.
Se  comprueba  fácilmente  en cartas  adaptadas  (a  la  métrica  por  ejemplo)
que  las j(TkJ)  son sucesiones  de secciones A.H  con  decaimiento  gaussiano
formando  una  base local.
Para  poder  razonar  por  inducción  necesitamos  que  los  fibrados  JLEk,
JbJiEk  admitan  una  conexión  modificada  con  las  propiedades  anterio
res.  No podemos  concluirlo  directamente  pues  en  la  prueba  anterior  hemos
supuesto  que  partíamos  de un  fibrado  de  linea.  En  cualquier  caso  la  prueba
anterior  también  funciona  para  estos  fibrados  aplicando  la  propiedad  (2) del
enunciado  de  esta  proposición,  que  nos  dice  que  la  curvatura  es  aproxima
damente  tensorial  en  el  sentido  de  que  para  ek  sección  de  JbEk,  Fjk
es  aproximadamente  proporcional  a  k  (con  igualdad  en el  caso  integrable).
Con  esta  propiedad  es  fácil  ver  que  de nuevo  si k  es  A.H.  la  modificación,
que  coincide  de  modo  aproximado  con  —9 ® 8,  es  de  nuevo  un  operador
aproximadamente  tensorial.  Se verifica que  la  prueba  para  fibrados  de línea
que  desarrolla  la  ecuación 4.3  (y acaba  cancelando  un  par  de  términos)  fun
ciona  también  para  el fibrado  JfjEk.  Además,  conviene hacer  notar  de nuevo
que  para  el  modelo  local  (en  bolas de  g0-radio 0(1))  estamos  induciendo  en
cada  hoja  de  Dh una  estructura  casi-compleja  integrable  que  ademas  es cons
tante  en las  coordenadas  de  la base  (la  curvatura  no  cambia,  y ya  tenía  esta
propiedad).
Asumamos  que la estructura  compleja  inicial en .1,Ek  ha sido modificada
de  modo  que  (JEk,Vff)  es una  sucesión  muy  amplia  de  fibrados  para  la
cual  los jets  de cierta base  local de secciones A.H. conforman  una  base local de
secciones  A.H.  Para  poder  aplicar  inducción  hacemos  la  identificación  usual
de  ¿7+lEk  con  el subfibrado  de  J)jJjEk  generado  por  secciones holónomas.
El  fibrado  .JJEk  tiene  una  conexión  VHr  (usando  V9  en  .fr”° y VH,.
en  JjjEk)  que  por  inducción  puede  ser  modificada  a  VHr+i  Pretendemos
probar  que  el  subfibrado  ,J+lEk  hereda  una  conexión  con  las  propiedades
deseadas.
Veamos  lo  que  ocurre  en  la  situación  integrable:  consideremos  la  base
 donde   es  holomorfa.  Por  definición,  i  TJ  =  JDh  (h  T,1).
Las  conexiones  inducidas  por  V  en  Y  son  la  misma.
Para  el primer  fibrado,  la componentes  holomorfa  y vertical  de  esta  conexión
inducida  coinciden  por  inducción  con  las  de  VHr  y  también  con  las  de  la
modificada  VHr+i  Finalmente
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      r+1 ref      fr-i      1  í  r    refVHD+ljDh  Tk,x,I  =  VHr+1)JDhP3DhTk,X,I  =
=   (3H+l  +  VHS)   =
=  (a  +  v)  3Dh(3Dhk,x,I)  =  (a  +  v)  
que  por  definición  es  una  1-forma con  coeficientes  en  3Ttmn,m  (pues  al  final
nos  quedan  las  componentes  holomorfa  y  vertical  de  la  conexión  inducida
por  V).  Como  la  conexión  preserva  el  subfibrado  para  una  base  local,  VH
define  una  conexión  en  Una  vez más  estamos  dotando  al  fibrado
de  una  estructura  casi-compleja  integrable  en cada  una  las hojas  del
espacio  total.
En  el  caso no  integrable  usamos  la  aplicación  simetrizadora
symr+l  (sym+i  ® I,  sym  ® 1,1 0  1,1):  T»7Ek   J+lEk,
compuesta  con  VH,. para  definir  una  conexión  Vjq1  en  1+iEk.  Nótese
que  la  componente  holomorfa  aH+,  y  la vertical  VHr+1D±  de  esta  conexión
coinciden  con  las  correspondientes  de  V,  la  conexión  original  de  J,+lEk.
Para  la  base  local +lf1,
      r+1 ref   —          r+1  ref          i          r+1 ref          i               r+1 ref
V  H+i3D  Tk,x,I  —  ‘Hr+13D  Tk,x,I   UHT+1JD  Tk,x,I   V  H÷i,D2D  Tk,x,J.
Por  la  observación  anterior,  él segundo  y el tercer  sumando  pertenecen  a
r+1                     -                   —1/2            r+1 ref
JD  Ek.  El  primero  es, por  induccion,  de orden  O(Ck  ).  Como  JD  Tk,x,I
es  una  base  local,  el  tamaño  de  la  componente  no  simétrica  que  tenemos
que  restar  de  v  i+irrfi  para  definir   está  mayorado  por
de  hecho,  todas  sus  derivadas  (para  la  conexión   están  aco
tadas  por  la  misma  cantidad  (hay  que  usar  las  cotas  en  la  componente
antiholomorfa  junto  con  las  cotas  de  orden  0(1)  para  symr  y  para  sus
derivadas).
Geométricamente,  la  distribución  que  define  la  conexión  en  el  espacio
tagente  de  JbJEk  está,  en  los  puntos  de  J»4Ek,  a  distancia  0(c2)
del  espacio  tangente  del  subfibrado  (y todas  sus  dérivadas).  Por  tanto  las
mismas  igualdades  aproximadas  valdrán  para  ambas  conexiones.
En  cuanto  a  la  curvatura,  usando  la  base  local j1r1  se tiene:
FHr+i  =  symr+l   VHr A Symr+l  °  VH
donde  F”  es  la  componente  (1, 1)  de  la  conexión  original  de  3,+lEk.  La
igualdad  aproximada  anterior  es válida  tanto  para  VH,. como  para  VH+1.
Usando  consideraciones  similares  se deduce que  el fr  + 1)-jet  de una  suce
Sión  de  secciones C’-A.H.  de  Ek  es  una  sucesión  de  secciones  C”-A.H.
de  (J+iEk,VH+l).  El  único  cambio  es  la  composición  con  la  aplicación
simetrizadora.  Se  comprueba  que  las diferentes  escisiones conmutan  con  la
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simetrización.  Esto,  junto  con  las  cotas  en  dicha  aplicación  reduce  la  afir
mación  sobre  las  cotas  a  la  correspondiente  para  las  sucesión  ji3 jrjç  y  la
conexión  VHr  la  cual  se  cumple  por  inducción.
El  decaimiento  gaussiano  de j+lrf1  se  prueba  de  modo  similar.
En  lo  que  se  refiere  a  la  teoría  relativa,  para  cualquier  sucesión  rk  de
secciones  CT+hA.H.  de  Ek,  se tiene  que  j’r  es  una  sucesión  Ch1A.H.  de
JTEk.  La  comprobación  se  puede  hacer  en  bolas  de 9k-radio  fijo.  En parti
cular,  en coordenadas  aproximadamente  holomorfas  compatibles  con  G.  En
esa  situación  ocurre  aproximadamente  lo que  en  el  modelo  plano.  En  éste
último,  jk  es una  componente  del vector frk,  e igualmente  ocurre  con  las
derivadas  V1.jrk  Y V1lHrjTk,  p  =  O, ...,  h.
El  decaimiento  gaussiano  de  las  secciones jrr1  del  subfibrado  JEk
se  sigue de  consideraciones  similares,  así  como  el  hecho  de  que  constituyen
una  base local del subfibrado  comparable  con una  unitaria  en la bola  de radio
requerido                                                    E
Observación  ..7:  En  esta  proposición  el  hecho de  que  FH1,k  Fk  tiene  im
portantes  consecuencias.  En  coordenadas  A.H.  y  tras  la  identificación  local
de  D*l,O con  T*l,OCn  la  forma  de  conexión  de  VH  es  aproximadamente  la
suma  de  las  forma  de  conexión  Ak,5  en  Lk,  (para  una  trivialización  ade
cuada),  más  la  suma  de  curvaturas  Wk,j.  Tenemos  las  cotas  0(1)  para  la
norma  de  las  curvaturas  y  O(c”2)  para  las  derivadas  de  las  componentes
en  la  carta;  en  el caso de las conexiones,  las cotas  de  0(1)  son para  la  norma
de  la  primera  derivada,  y  de orden  O(c”2)  para  el resto  de  derivadas.  En
consecuencia  tendremos  la  misma  clase  de  control  sobre  la  métrica  k  in
ducida  en el  espacio  total  de .J5Ek por la  de  la base,  la  fibra  y  la  conexión.
Por  inducción  se obtiene  la  misma clase  de control  para  las sucesiones  J3Ek.
Para  fibrados  de la  forma  C  ®  si la  escisión dada  por  la  métrica  coin
cide  con la  de  las curvaturas  (como en  el caso de  las variedades  calibradas),
escogiendo  las  trivializaciones  adecuadas  la  conexión  y curvatura  coinciden
aproximadamente  con  rn  copias  de A0 y w0.
Esta  propiedad  supondrá  que  siempre  que  tengamos  alguna  clase  de es
tructura  en  los  fibrados  de  jets,  por  ejemplo,  una  sucesión  de  estratifica
ciones,  tal  que  en  las  citadas  trivializaciones  son  independientes  de  k  y  x,
entonces  las diferentes  cotas  asociadas  a elementos  de dichas  estratificaciones
(tomadas  para  el modelo  y con  elementos  métricos  euclídeos)  no  dependerán
ni  de  k  ni  de  x.
También  usaremos  más  adelante  el hecho de  que  en el  caso  holomorfo se
tienen  igualdades  (se induce  una  estructura  holomorfa  integrable  en
para  la  que  el  r-jet  de  una  sección  holomorfa  de C  ® L  es holomorfa  para
esta  nueva estructura).
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5.  ESTRATIFICACIONES  APROXIMADAMENTE  HOLOMORFAS  Y  TRANS
VERSALIDAD
Como  hemos  venido  indicando,  el objetivo  de  la  teoría  es  ser  capaces  de
perturbar  ligeramente  sucesiones  de  secciones  A.H.  (principalmente  de  los
fibrados  ¿TjEk)  de  modo  que  sean  transversales  a  ciertas  estratificaciones.
Es  precisamente  el  hecho  de ser  secciones A.H.  lo que  permitirá  la  existen
cia  de  dicha  perturbación.  Hasta  ahora  hemos  trabajado  con  sucesiones  de
fibrados  vectoriales  (como la  de jets  de orden  r),  pero  veremos que  hay  otras
situaciones  de  interés  en la  que  el fibrado  no  es vectorial.  Por  ello pasamos
a  considerar  sucesiones  de fibrados  Fk  con fibra  una  variedad  casi-compleja
(de  dimensión  par),  y una  conexión en  el fibrado  compatible  con  la  métrica
y  la  estructura  casi-compleja.  Para  estos  fibrados  casi-complejos  algunos  de
los  conceptos  previos  se  pueden  generalizar  inmediatamente.
Definición  5.1.  Dadas  constantes  positivas  c,  CD,  C,  una  sección  r  de un
fibrado  casi  complejo  es Craproximadamente  holomorfa  con cotas c, CD,  C
(Cr_A.H.(CD,  C, c)),  si se  cumplen  las  siguientes  desigualdades:
jrI+VDTI+...+IVrI  <  CD
IVTI+...+IVrrI  <  C
&i-I +  ...  --  vr_TI   Cc
Cuando  ck —* oc,  una  sucesión, de secciones de una  sucesión  de fibrados  casi
complejos  es CTaproximadamente  holomorfa  (CrA.H.)  si existen  constantes
CD,  C  >  O de modo  que  las secciones Tk   C’-  A.H.(CD,  C, ck).
Hablamos  de  secciones  A.H.  cuando  se  tienen  sucesiones  de  constantes
(Cf,  C)  controlando  las  normas  de V3 y V,  V’’3  (esta  última  multipli
cada  por  para  todo j  E N.
5.1.  Estratificaciones  aproximadamente  holomorfas
Los  espacios  totales  de  una  sucesión  de  fibrados  casi  complejos  heredan
una  métrica  k,  una  distribución  D  de  la  misma  codimensión  que  D  y una
estructura  casi-compleja  Jk.  Consideraremos  estratificaciones  S  (Se),  a E
Ak,  cuyos  estratos  S  cortan  cada fibra  con  ángulo  mínimo  acotado  inferior-
mente.  Asimismo  los  estratos  verificarán  una  serie  de  condiciones,  que  en
determinadas  circunstancias  serán  equivalentes  a su  holomorfía  aproximada
con  respecto  a  gk  y  Jk  La  estratificación  será  finita  en  el  sentido  de  que
#(Ak)  estará  acotado  independientemente  de k  y la frontera  de cada  estrato
=  S  — S  será  unión  de otros  de menor  dimensión:
as=  US?
b<a
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Finalmente  las estratificaciones  serán  de Whitney  de modo  uniforme.
Definición  5.2.  (ver  [3]) Sea  Fk una sucesión  de fibrados casi  complejos so
bre  (M,  D, J, y),  y  (S)aEAk  estratificaciones  de  Whitney  finitas  de Fk  cuyos
estratos  son transversales  a las fibras.  Sea r  E N, r    2.  La sucesión  de estra
tificaciones  es  Craproximadamente  holomorfa  (CTA.H.)  si para  cualquier
abierto  acotado  Uk  del  espacio total  Fk  y  cualquier  e  >  O, es posible  encon
trar  constantes  positivas  C,  C,  p  que  sólo  dependan  de €  y  del tamaño  de
Uk,  pero no  de k,  de modo  que para  cualquier punto  y  E  Uk en  un  estrato  S
verificando  dk  (y, S)  >  e,  existen  funciones  a  valores  complejos  fi,  -..,  f
tal  que  Bk  (x, p)  fl S  viene  dado por  fi  =  ...  =  f,  =  O,  y  se  tiene:
(1)  (Transversalidad  uniforme  con  respecto a las fibras  +  comparabili
dad  transversal)  La  restricción  de df1 A ...  A df  a T°Fk,  el  espacio
tangente  a las fibras,  está  acotada  inferiormente  por  p.
(2)  (Holornorfía  aproximada  a lo  largo de  las fibras)  La  restricción  de
la  función  f   a cada fibra  es CrA.H.(Cp,ck).
(3)  (Holomorfía  aproximada horizontal  +  variación  holomorfa  de la res
tricción  a la fibra  +  variación  estimada  de la restricción  a la fibra)
Para  cualquier )P,  ),  ck,  y  r  C’-A.H.(Á”,  X, ck)  sección  local de Fk
con  imagen  intersecando  a Bk  (y, pc),  fo-r  es cr -A .H.   .NC, ck).
También  se  tiene  que para  O una  sección  local  de r*TtIFk  que  sea
CTA.H.(Á),).,ck),  df.,-(O) es  CrA.H.()C,)Cf,ck).
(4)  (Condición  de Whitney  estimada)  Vy E  S  con  S  c  el ángulo
máximo  entre  la  distribución  tangente  a los  conjuntos  de nivel  de
f  =  (f’,  ...,  f)  y el  tangente  a S  está  mayorado  por  C  dk  (y, Se).
Observación  5.3: Tal  y  como  ya  mencionamos,  para  las  principales  aplica
ciones  de nuestra  teoría  necesitaremos  estratificaciones  en las  que  tengamos
control  sobre  todas  las derivadas  (estratificaciones  A.H.).
Observación  5.:  Cuando  D  es  todo  el  tangente  recuperamos  la  definición
dada  por  D.  Auroux  en  L41•
Descripción  local  de  las  estratificaciones  CrA.H.  Es  posible  dar  una
descripción  geométrica  local  de  una  sucesión  de  estratificaciones  CrA.H.
para  aquellas  sucesiones  de  fibrados  casi-complejos  Pk:  (Fk,  gk)  —÷ (M,  g,,)
para  las que  se  dispone  de cartas  1-comparables  para  cada  y  E  UkEN Fk  (las
constantes  fijas  para  toda  la  familia).
Un  primer  ejemplo  de  sucesiones  con  esta  propiedad  son  los  fibrados
triviales  con  conexión  trivial  y fibra  (Qk,  ),  Qi  compacta.  Basta  fijar  una
familia  de  cartas  r-comparables  en  la  fibra  y  multiplicarla  por  una  familia
de  coordenadas  aproximadamente  holomorfas  para  obtener  una  familia  de
cartas  r-comparables  en el  espacio  total  y para  todo  k.
La  segunda  clase  es  la  ya  citada  de  sucesiones  muy  amplia  de  fibrados
hermitianos  con  conexión  (lineal).  En  el  dominio  de  coordenadas  aproxi
madamente  holomorfas  se  toma  una  base  del  fibrado  comparable  con  una
base  unitaria.  Si  en  esta  base  la  forma  de  conexión  está  acotada  (o equi
valentemente  si el  ángulo  mínimo  entre  la  fibra  y  la  distribución  asociada
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a  la  conexión  está  acotado  inferiormente),  entonces  se  obtienen  cartas  com
parables  al  multiplicar  las  coordenadas  aproximadamente  holomorfas  con
coordenadas  en bolas  de un  radio  acotado  superiormente  en la  fibra  (la fibra
está  identificada  con  CN  con una  métrica  comparable  con la  euclídea).  Una
cota  en  la  curvatura  de  orden  0(1)  da  una  cota  del  mismo  orden  para  los
símbolos  de  Christoffel.  En  general,  cotas  de  orden  0(1)  en  las  derivadas
parciales  de orden  r  —  1  de la  curvatura  dan  cotas  del mismo  orden  para  las
derivadas  de  orden  r  —  1  de  los símbolos de  Christoffel.
Para  nuestras  aplicaciones siempre  trabajaremos  con una  de las dos clases
de  sucesiones  de fibrados  casi  complejos  mencionadas.  Además  dichas  suce
siones  tendrán  siempre  “suficientes” secciones aproximadamente  holomorfas.
Siendo  más  precisos,  para  cada  y  E Fk,  se podrá  encontrar  r  CrA.H.  (con
constantes  CD, C  sólo  dependiendo  en  la  norma  de  y)  con  r(pk(y))  =  y.
Igualmente  para  cualquier  u E T*T)Fk,  existirá  O E F(Y*TFk)  CTA.H.  con
O(p(y))  =  u  (las  constantes  dependiendo  de las normas  de  y y u).
En  las cartas  1-comparables  de Fk,  y  para  estratificaciones  C2-A.H.,  las
cotas  no relativas  a componentes  antiholomorfas  requeridas  en las propiedades
(2)  y  (3)  de  la  definicion  5.2  se  siguen  cotas  de  (uniformes)  de  orden  0(1)
para  Ift, para  df 1 —la norma  de la  derivada— y  para  Id2f 1 —la norma  de las
derivadas  parciales  de  orden  2— medidas  con  la  métrica  inducida  o  con  la
euclídea  (de  modo  equivalente  se  puede  considerar  en  vez de  las  derivadas
parciales  segundas  d2f,  que  sólo  está  definida  en  la  carta  correspondiente,
Vdf).  Si  nuestras  cartas  son  r-comparables,  se  obtienen  resultados  simi
lares  para  estratificaciones  CrA.H.  y  d2f  , j =  O, ...,  r,  las  normas  de  las
derivadas  parciales  de  orden  menor  o igual  que  r.
También  se  comprueba  que la  parte  relativa  a las componentes  antiholo
morfas  en las  propiedades  (2)  y (3)  de 5.2 se sigue,  en cartas  r-comparables,
de  la  afirmación  correspondiente  para  daf,  j  =  O, ...,  r  —  1,  (las  derivadas
parciales  de  orden  menor  o  igual  que  r  de  of),  donde  la  estructura  casi-
compleja  usada  puede  ser  cualquiera  que  coincida  aproximadamente  con  la
inducida  en  la  carta.  Otra  posibilidad  —cuando los  Fk son fibrados  lineales—
es  en coordenadas  A.H.  trivializar  la  fibra  con  secciones  A.H.  de modo  que
se  identifique  con  y hacer  las comprobaciones  usando  la estructura  casi-
compleja  j0n+N  :=  J  x  J.  En  efecto,  al  ser  la  forma  de  conexión  una
aplicación  lineal  compleja,  de  la  cota  para  la  parte  antiholomorfa  con  res
pecto  a la  estructura  producto  de sigue la  buscada  para  J; para  las derivadas
subsiguientes  sólo hace falta  control  de orden  0(1)  en las derivadas  que  rela
cionan  la  distribución  de la conexión producto  con la  de V.  Dicho control  en
las  direcciones  verticales  se  sigue del  hecho de que  la  conexión  es lineal  y  en
las  “horizontales”  de las  derivadas  de  las formas  de conexión  (curvatura,...).
Estas  cartas  1-comparables  en  el espacio  total  de los  fibrados  pueden  ser
modificadas  para  otros  propósitos  de  modo que  f:  lR2n+1+2N  —* 1R21’, que  es
una  submersión,  sea  la proyección  en  2p-coordenadas.
En  efecto, denotemos  a la foliación definida  por  f  mediante ker df.  Consi
deramos  el plano  tangente  a la  hoja  de ker df  por  el origen y lo modificamos
mediante  una  transformación  lineal  para  hacerlo  coincidir  con  el  lugar  de
ceros  de  2n  +  1 +  2N  — 2p  coordenadas,  que  denotamos  por  x,  y  de  modo
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que  en lugar  de ceros del resto  de las coordenadas,  que  designamos  mediante
t,  sea  un  subespacio  de la  fibra;  la norma  de esta  transformación  lineal  está
uniformemente  acotada  pues  las fibras  tiénen  ángulo  mínimo  con  respecto  a
las  hojas  de  ker df  acotado  inferiormente  (proviene  de la  cota  inferior  para
dfi A  A dfJ  en  la  fibra  que  figura  en la  condición  (1)  de 5.2).  Definimos
q  (x, t)  =  (x,  f(x,  t)).  La  cota  en  la  norma  de  las derivadas  parciales  segun
das  de f  implica  que  los espacios  tangentes  a  las  hojas  de  la  foliación local
no  varían  mucho.  En  particular,  existe  una  constante  r1  >  O de  modo  que
q:  B90 (O, r1)  —*  es un  difeomorfismo.  También  hay  constantes  positivas
r2,r3  tal  que  B90(f(O),r2)  c (B90(O,ri))  C B90(f(O),rs).  La  existencia  de
r3  se sigue de la  cota para  1 df 1. El ortogonal  (euclídeo)  a la  fibra  en el origen
t  =  O, es transversal  a todas  las fibras  cuando  se le traslada  a cualquier  punto
de  B90 (O, ri).  En  cada  punto  la  proyección  del  ortogonal  a  la  fibra  a  este
espacio  vectorial  tiene  su  norma  acotada  (controlada  por  Id2fD.  La  imagen
de  los vectores  unitarios  de este  sub espacio mediante  df  es un  elipsoide  cuya
distancia  al  origen  está  acotada  inferiormente  (de  nuevo  por  la  cota  inferior
para  dfi  A  A dfI  en la  fibra  y porque  df  es  aproximadamente  compleja
en  13).  De  todo  esto  se  infiere  una  cota  inferior  para  el determinante  de  
(en  particular  la  imagen  del plano  t  =  O contiene  una  bola  euclídea  de cierto
radio  r2).
Por  tanto  la métrica  inducida  por  k  es comparable  a la  euclídea.  Si usa
mos  la  cota  superior  en  Id2f 1 obtenemos  una  cota  superior  para  los símbolos
de  Christoffel  de modo  que la  métrica  inducida  es comparable  a  orden  1 con
la  euclídea.
5.2.  Transversalidad  estimada
Pretendemos  conseguir  transversalidad  de secciones A.H.  a  estratificacio
nes  aproximadamente  holomorfas  en  las direcciones  de  D.  Para  lograrlo,  se
transforma  el  problema  de  transversalidad  local  en  uno  para  funciones  me
diante  el  uso  de  bases  de  secciones  de  referencia.  Se  resuelve  el  problema
localmente  y  se  añaden  todas  las  perturbaciones.  Dichas  perturbaciones
ocurrirán  en  pequeños  abiertos  con  intersección  no  vacía,  pues  aunque  las
bases  de referencia  son válidas  en abiertos  de gk-radio  0(1),  las  “colas” de las
secciones  de  referencia  llegan  hasta  distancias  de orden  0(c/6).  El  modo de
asegurarse  que  no  hay  interferencia  entre  ellas es  usar  el concepto  más  fuerte
de  transversalidad  estimada  en vez de la  noción  usual  de transversalidad.
Definición  5.5.  Sea  (E,V)  —*  (M,D,g)  un  fibrado  hermitiano  con  co
nexión.  Dada  i  >  O y  T  una  sección  de  E,  decirnos que  T  es  (rj,D)
transversal  a O (o simplemente  ?)-transversal a O) si  en  cada punto  x  donde
Ir(x)I  < ij,  se  tiene  IVDT(x)I >  i.
En  la  definición  anterior  podemos  pensar  enVD  como la  restricción  a D
de  V  o  como  el  correspondiente  elemento  de  D*,  pues  ambas  tienen  igual
norma.  En  realidad,  esto  es  cierto  para  cualquier  retracción  i  de modo  que
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 tenga  norma  acotada  por  0(1), pues entonces  la normas  de la restricción
y  de su  imagen  por  la  retracción  correspondiente  serán  comparables.
Se  puede  dar  una  definición  más  geométrica  para  la  que nos  es más  con
veniente  pensar  en  VD  como  en  la  restricción  a  D  de  V:  el  espaÇio total
E  tiene  una  métrica  y una  distribución  D  inducida  mediante  puliback.  La
distribución  tangente  a  la  sección  O se  puede  extender  mediante  transporte
paralelo  a  una  distribución  TIL definida  en  un  entorno  tubular  de  radio  ,
e  intersecarla  con  i3 definiendo  así  la  distribución  T.  Si denotamos  me
diante  T-r  a  la  distribución  tangente  al  grafo  de  r  y  llamamos  TDT  a  su
intersección  con  D,  la definición  de  transversalidad  estimada  es  equivalente
a  la  existencia  de  un  if  >  O tal  que  Lm(Ti,TDY)  > j’  en  los puntos  en los
que  r(x)  entra  en  el entorno  tubular  de radio  if.  En  la  definición original  la
distribución  con  la  que  se  trabaja  es  9-Ls, la intersección  de  la  distribución
horizontal  asociada  a  la  conexión  V  con  13; pero  la  conexión  es  lineal y  por
tanto  tangente  a  la sección O. Así pues,  tenemos  dos distribuciones  ?-l  y TJ,
que  al  coincidir  sobre  la  sección  O estarán  tan  próximas  como  queramos  en
un  entorno  tubular  suficientemente  pequeño.  Este  mismo  argumento  sirve
para  .probar  que  la  transversalidad  estimada  para  diferentes  conexiones  es
igualmente  comparable  (y la constante  de  comparación  se sigue de  una  cota
superior  para  la  norma  de la  forma  de conexión  que  las  relaciona).
Esta  noción  la  podemos  extender  a  estratificaciones  de  Whitney  finitas
$  =  (Sa)aEA de  E.  Denotemos,  para  cada  estrato  Sa,  el transporte  paralelo
(conexión  de  Levi-Civita)  del  fibrado  tangente  a  un  determinado  entorno
tubular  mediante  THS°  sea  TJSa  su intersección  con  13. Bastará  por  ejem
pio  con  que  el  transporte  paralelo  sea  transversal  a  la  fibras  para  que  TS
tenga  la  dimensión  esperada  (la de  sa menos uno).  Para  una  sección  r  de
E  seguimos  denotando  mediante  TT  a  la  distribución  tangente  a  su  grafo  y
mediante  TDT  a  su  intersección  con D.  Dado  un  punto  x  E M,  TDT(X)  de
notará  al subespacio  vectorial  de la  distribución  TDT en el  punto  ‘r(x).  Una
vez  que  quede  claro  que trabajamos  con  una  sección  fija r,  TSa(x)  será  el
subespacio  de  la  distribución  correspondiente  en el punto  (x).
Definición  5.6.  Sea  un  número positivo.  La sección r  es (i,  D)-transversal
a  5  (o  simplemente  i-transversal)  si  en  cada punto  x  en  que  ‘r está  a  dis
tancia  menor  que i  de  un  estrato Sa,  TSa(x)  tiene  la  dimensión  esperada
y  /m(TDT(X),T5a(X))  >  .
Una  sucesión  de  secciones  es  uniformemente  transversal  a  O (resp.  a
una  sucesión  de estratificaciones)  si  es posible  encontrar j  >  O tal  que todas
las  secciones  son,  a partir  de un  cierto  K,  rj-transversales  a O (resp.  a las
estratificaciones)
La  definición  anterior  sólo tiene sentido  fuera  de un  entorno  tubular  de la
frontera  de cada  estrato,  ya que  en los puntos  del estrato  a distancia  menor  o
igual  que  un  determinado  e de la  frontera,  podemos  no  tener  suficiente  con
trol  en la  geometría  del  estrato  de modo  que por  ejemplo  el entorno  tubular
en  el  que  definimos  THSa  tienda  a  cero  con  e.  Por  ello es  más  conveniente
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quedarse  con  una  región  compacta  del  estrato  (los  puntos  a  distancia  de  la
frontera  mayor  o igual  que  un  cierto  e)  y  definir  transversalidad  estimada
en  el complementario  sólo en los puntos del estrato, es decir,  pedimos  que  si
r(x)  pertenece  a uno  de esos puntos  cercanos a la frontera  de S”,  que  corte  al
estrato  en ese punto  con suficiente  ángulo.  Veremos que  para  resolver el pro
blema  de transversalidad  uniforme  en esta  última  región  será suficiente  pedir
que  las estratificaciones  sean  (uniformemente)  de Whitney  (la condición  (4)
en  la  definición  5.2).
La  noción  de  transversalidad  uniforme  a  una  sucesión  de  estratificacio
nes  aproximadamente  holomorfas  se  puede  dar  de  modo  local,  siempre  que
dispongamos  de  una  familia  de  cartas  1-comparables  como  las  descritas  en
el  apartado  anterior.
Antes  de  esto  es necesario  abundar  un  poco  más  en la  noción  de  ángulo
mf nimo.
Variaciones  del  ángulo  mínimo  y  el  ángulo  máximo.  Recordemos  que
para  medir  el  ángulo  mínimo  entre  sub espacios  transversales  U, V  c 1R7, se
hace  lo  siguiente:
Supongamos  en primer  lugar  que  U, V  son subespacios  complementarios:
consideramos  V1, la  intersección  de la  esfera unidad  con V.  Para  cada punto
y  E V1 la distancia  a  U es la  distancia  a  Jru(v),  la  proyección  ortogonal  de y
sobre  U.  El  ángulo  correspondiente  se  puede  comparar  con  la  norma  de la
proyección  ortogonal  de y  sobre  U’.  De ello se  sigue que  el  ángulo  mínimo
es  comparable  con la  distancia  del  elipsoide irj.  (y1) C  U’  al  origen.
Con  la interpretación  anterior  del ángulo mínimo  es obvio que si en vez de
usar  la métrica  euclídea  en U  se usa una  métrica  comparable  a la euclídea, se
obtienen  cantidades  comparables  para  el ángulo  mínimo.  También  se puede
cambiar  la  métrica  en V a otra  comparable  y obtener  un  ángulo  comparable.
En  particular  podemos  representar  V  como  el  grafo  de  una  función  lineal
r:  U  —* U’.  Por  definición  la  cantidad  de  transversalidad  de  r  a  O es
la  distancia  de  pi(graf(r(Ui)))  al  origen.  Nótese  que  graf(r(Ui))  es  la
esfera  unidad  en  V para  la  métrica  inducida  por  r  y la  euclídea  en U.  Esta
métrica  inducida  será  comparable  a  la  euclídea  mediante  una  constante  y
que  se obtiene  a  partir  de  una  cota  superior  para  la  norma  de r.  Por  tanto,
bajo  esta  hipótesis  vemos  que  una  cota  inferior  para  el  ángulo  mínimo  es
equivalente  a  una  cota  inferior  para  la  cantidad  de  transversalidad  de  la
función  T*.
Más  generalmente  podemos  cambiar  la  métrica  de todo  el espacio  a  una
comparable;  se  ve claramente  que  para  cualesquiera  U,  V  subespacios  com
plementarios,  la  restricción  a  V  y  U’  es comparable  a  la  euclídea  en  ambos
subespacios;  el  elipsoide  unidad  contiene  una  bola  euclídea  de  radio  Pi  y
está  contenido  en una  bola  euclídea  de radio  P2.  Esta  propiedad  se mantiene
cuando  intersecamos  con  cualquier  subespacio.
Cuando  U y V son transversales  y tienen  intersección no  trivial  la situación
es  similar.  Si  se  cambia  la  métrica  a  una  comparable  los  ángulos  mínimos
serán  comparables:  en primer  lugar,  llamamos  W  al ortogonal  a  U fl y  res
pecto  de la  nueva métrica.  Imaginemos por  el momento  que  dicho  ortogonal
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coincidiese  con  el  euclídeo.  Como  acabamos  de mencionar,  la  restricción  de
la  nueva métrica  a  W  será  comparable  a  la  euclídea  siendo  válida  la  misma
constante  que  compara  la  nueva  métrica  y  la  euclídea  en  el  espacio  total.
En  general  W  no  será  el ortogonal  euclídeo.  Pero se  comprueba  que  la  apli
cación  lr(uflV)I:  W  -  (U  fl V)--  envía  los  subespacios  complementarios  en
W  (cuyo  ángulo  mínimo  hemos  de medir)  a  la  intersección  de  U  y  V  con
(U  fl y)-1-.  Así  pues,  hemos  de  medir  en  (U  fl V)  pero  con  la  métrica  in
ducida  por  la  de  W  mediante  lr(unv)±.  Luego  nuestro  problema  se reduce
a  asegurarnos  que  7V(uflv)1 no  distorsiona  la  métrica  euclídea  demasiado.
Basta  encontrar  una  cota  inferior  para  la  aplicación,  lo  que  a  su  vez equi
vale  a  una  cota  inferior  para  ¿m(W,  U fl  y).  Esto  último  es  consecuencia
de  la  posibilidad  de  comparar  la  métrica  en el espacio  total  con  la  euclídea:
en  efecto,  si  tal  cota  no  existiese  podríamos  encontrar  una  matriz  para  el
cambio  de  bases  (ortonormales)  con  determinante  arbitrariamente  pequeño
(y  por  tanto  norma  arbitrariamente  pequeña).  Para  ello  procedemos  por
contradicción:  tomamos  u  E (U fl V)’  de g norma  1 y tal  que  u +  z  E  W  es
un  vector  con  norma  muy  grande;  lo reescalamos  a  )(u  +  y)  para  que  tenga
g-norma  1,  lo  que  implica  que  ).  será  muy  pequeño.  Se  puede  completar
a  una  base  g-ortonormal  de  W  y  a  continuación  a  una  base  g-ortonormal
de  todo  el  espacio  añadiendo  una  base  g-ortonormal  de  U fl  V.  Podemos
escribir  la  matriz  del  cambio  de base  usando  una  base  euclídea  ortonormal
{ei,  ...,  e,3}, donde  e1, ...,  e3  generan  Un  V  y es+1, ...,  e  hacen  lo propio  con
(U  n v)L.  Atendiendo  a  esta  escisión,  la  matriz  del  cambio  de  base  tiene
cuatro  bloques.  El superior  izquierdo representa  el cambio de base  en Un  V,
y  por  hipótesis  su  determinante  está  acotado  superiormente.  Como el bloque
superior  derecho  es nulo  sólo nos interesa  el  inferior  derecho.  De  nuevo  por
hipótesis  las componentes  están  acotadas  superiormente.  Teniendo  en cuenta
que  una  de las filas está  representada  por  )u  (sus componentes  en (UflV)--),
el  determinante  puede  hacerse  tan  pequeño como queramos  al  ir decreciendo
Es  un  ejercicio  fácil  comprobar  que  cuando  el  ángulo  mínimo  se calcula
tomando  cualquier  subespacio  complementario  a la  intersección,  la  cantidad
mayor  se  obtiene  cuando  el  complementario  es el  ortogonal.
En  determinadas  circunstancias  la elección de un  determinado  subespacio
complementario  W para medir  el ángulo mínimo hará  los cálculos más  fáciles.
Pero  hemos de  asegurarnos  que ese complementario  tiene  ángulo  mínimo  con
la  intersección  acotado  inferiormente,  para  así  obtener  una  noción  de ángulo
mínimo  comparable.
Un  modo  de  elegir  un  complementario  es  como  sigue:  consideramos
W1  C  U  fl  V  y  Wf  un  subespacio  complementario  (en  el  espacio  total);
a  continuación  elegimos W2  c  (U fl  V)  fl  Wf  y  W  un  complementario  en
Wf.  Iteramos  este  proceso.  En  algún  paso,  llegaremos  a  un  subespacio  Wt
de  modo  que  Wt  es toda  la  intersección  (U fl  V)  fl W_1.  Definimos  nues
tro  complementario  W  como  igual  a  W.  Por  la  propia  construcción  W  es
complementario  a  U fl  y.
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Lema  5.7.  Si  en la construcción  anterior  se  tienen  cotas Zm(Wj,  W)  >  5
(corno  subespacios complementarios  de       entonces xiste  una  constante
modo  que Lm(UflV,W)>rj.
PRUEBA.  Asumamos  en primer  lugar  que  el  espacio  total  es  de  dimen
Sión  3  y  que  t  =  2  y dim W1  =  dim W2 =  dim W  =  1.  Es  más  fácil trasladar
el  problema  en el correspondiente  de geometrí a  esférica:  podemos  pensar  en
(U  fl  V)   52  como  en  el  ecuador  de la  esfera  S2.  W1  es entonces  un  punto
en  el  ecuador  (también  su  antipodal)  y  W  un  punto  en  la  esfera;  tenemos
que  mostrar  que  está  suficientemente  lejos  del  ecuador.  La  hipótesis  sobre
Wf  implica  que  la  correspondiente  geodésica  está  suficientemente  lejos  del
punto  Wi  en  el  ecuador.  Ello  necesariamente  implica  que  corta  al  ecuador
con  ángulo  acotado  inferiormente,  pues  de  lo contrario  estaría  contenida  en
un  entorno  tubular  arbitrariamente  pequeño  del  ecuador  y  por  tanto  arbi
trariamente  próxima  a  Wi.  Esta  condición  en  el  ángulo,  junto  con  el  hecho
de  que  W  es un  punto  en esta  geodésica  suficientemente  lejos  (en la  métrica
de  la  geodésica)  de la  intersección  con el  ecuador  —que por  definición  es W2—
implica  que  la  distancia  de  W  al  ecuador  está  acotada  inferiormente.
La  prueba  cuando  las  dimensiones  de Wi,  W2, W  son  arbitrarias  se puede
reducir  ala  anterior.  SiwE  W,u=ui+u2  E  W1+W2=UflV,  el ángulo
¿(w,u)  se puede  medir  en  el subespacio  IR3 generado  por  w,u1,u2,  con  la
métrica  inducida  (que  es  comparable  a  la  euclídea  por  serlo  la  métrica  del
espacio  total  y con  la  misma  constante  ‘y). Es  obvio  que  las  cotas  inferiores
para  Zm(Wi,  Wf),  ¿m(W2,  W)  son válidas  para  Wi n IR3  (ui),  Wf  n IR3 =
(u2)  e (w),  W2 n IR  =  (u2)  y  W  fl  IR3 =  (w)  (pues  los  ángulos  mínimos
que  se  miden  son  entre  subespacios  complementarios).  Como  consecuencia,
L(w,  u)  está  acotado  inferiormente.
-  Si  t  > 2, podemos  aplicar  inducción.  Basta  considerar  T’1 =  W1 + W2  y
Wf  =  W.  Por  el  caso anterior,  ¿m(Wi,  Wf)  está  acotado  por  debajo.  Por
tanto  seguimos  con  las hipótesis  requeridas  pero  ahora  para  t  —  1.  EJ
Este  lema  tiene  como  consecuencia  el siguiente  resultado.
Corolario  5.8.  Sean U, V, l  subespacios de IR?1, con V  c .  Si  se  tiene  una
cota  Lm(U,  V)    6,  entonces  existe  i(8)  tal que  ./m(U,  V)    .
PRUEBA.  Procedemos  a elegir un complementario  adecuado.  Selecciona
mos  W1  =  U  fl  V  y  como  complementario  W.  Sabemos  que  para  las
intersecciones  U’,  V’,  que  son subespacios  complementarios  de Wj’-, se tiene
Zm(U’,  y’)    6. Elegimos  W2 =  VrU’  y como complementario,  que  ya es
W,  el subespacio  generado  por  V’  y el ortogonal  a  W2 en  U’.  Si asumimos
una  cota  inferior  para  .Lm(T’V2, W)  podemos  usar  W  como  complementario.
Por  definición  W  fl  V  =  V’  y  W  fl  U c  U’.  Por  tanto  se  sigue que
¿m(W  fl  U, W  fl  V)    6.
Para  encontrar  la cota  inferior  para  Lm(W2,  W)  usamos  de nuevo  el lema
anterior.  En  vez de empezar  con W  tomamos  V--,  que  es un  subespacio  suyo;
como  complementario  (en  WjL)  seleccionamos  U’  y la  cota  para  el ángulo
mínimo  se  sigue  por  hipótesis.  En  U’  tomamos  el  ortogonal  a  U’  fl  T  y
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como  complementario  el propio  U’fl.  Teniendo en cuenta  el lema  anterior,
hemos  probado  una  cota  para  el  ángulo  mínimo  entre  U’  fl  V  =  W2 y  el
subespacio  generado  por  V’  y el  ortogonal  a  U’  fl  V que es  W.  LI
Ahora  ya  podemos  dar  una  caracterización  local  de  la  transversalidad
uniforme  con  respecto  a una  sucesión de  estratificaciones  como en la  defini
ción  5.2.
Lema  5.9.  Sea 8a  una sucesión  de estratos  de una  estratificación  corno en la
definición  5..  Sea y E Fk un punto  en  el estrato  a distancia  mayor  que e de
la  frontera,  y  sean fi,  ...  f,  las funciones  locales correspondientes  definiendo
al  estrato  en  Bk  (y, pa).  Entonces  la  transversalidad  uniforme  de  ‘r  a  S
en  dicha  bola es  equivalente  (cómparable)  a la transversalidad  estimada  a lo
largo  de las  direcciones  de D  de  la función  (fi  °  ...,  f,  o T)  a  O.
En  consecuencia,  si consideramos en los estratos de la sucesión 8°  sólo los
puntos  a distancia  mayor  o igual que e,  la transversalidad uniforme  para una
sucesión  de secciones a dichas regiones se seguirá de una  cota inferior  común
para  la  cantidad  de  transversalidad  a  O de  los  correspondientes  problemas
locales  de transversalidad  estimada  para funciones.
PRUEBA.  Por  simplicidad  omitiremos  los  subíndices  para  las  secciones
Tk.
La  prueba  consta  de  dos partes.  La  primera  supone  probar  que  la  trans
versalidad  estimada  de  la  función  f  o -r  a  lo  largo  de  D  es equivalente  a  la
transversalidad  estimada  (de  TDT)  con respecto  a la  distribución  ker df  fl D.
La  segunda,  que  esto  es equivalente  a  transversalidad  estimada  con  respecto
a  TJJS°.  Comenzamos  por  la  primera  parte.
Olvidémonos  por  el  momento  de  D  e  imaginemos  que  tratamos  probar
la  transversalidad  para  todas  las  direcciones.  En  vez  de tomar  el  ortogonal
a  T’r  fl  ker df,  tomamos  W  definido  como  el  subespacio  generado  por  el
ortogonal  a  T-r  fl ker df  en  ker df  y  dr(L),  donde  L  es el  ortogonal  (en  la
base)  al  núcleo  de  d(f  o  r).  Por  construcción  Lm(W,  Tr  fl ker df)  coincide
con  Lm(dr(L),  T-r  fl ker df)  medido  en  Tr,  y  una  cota  inferior  para  este
último  se sigue  de una  cota  superior  para  la  norma  de  dr.
A  continuación  podemos hacer  dos cambios  de métrica:  el primero  supone
tomar  en  dr(L)  la  inducida  por  r  y  la  euclídea  en  L  (de  nuevo  la  cota
superior  para  r  garantiza  control  en la distorsión  de la métrica).  El segundo
cambio  tiene  lugar  en el ortogonal  a  ker df  fl  W  en W,  donde  se  considera  el
pullback  de la  euclídea  en  C  mediante  df; este subespacio  forma  un  ángulo
mínimo  con  ker df  acotado  inferiormente,  lo  que  implica  que  controlar  el
cambio  de métrica  realizado  en  el es  lo mismo  que  controlarlo  en ker df’,  o
controlarlo  en cualquier  complementario  V a ker df  cuyo ángulo  mínimo  con
ker  df  esté  acotado  inferiormente.  Nuestra  elección  de  V  será el  ortogonal
en  TVFk  (el  tangente  a  las  fibras)  a  kerdf  fl  T’-’Fk. Obsérvese  que  si  se
cumple  /m(T”Fic,  ker df)     entonces  aplicando  el  lema  5.7  obtenemos  la
cota  buscada.
Llamemos  U a la intersección  de ker df con el ortogonal  a  T”Fk fl ker df.
Queremos  probar  que  U no se aproxima  mucho  a T”Fk.  Escribiendo  U como
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el  grafo  de una  aplicación  de TVF  al  ortogonal  en TVFk  de T’Fk  fl  ker df,
buscamos  una  cota  superior  para  la norma  de dicha  aplicación.  Si tal  cota  no
existiese  se  podría  encontrar  un  vector  u  en el ortogonal  en T’’Fk  de TVFk fl
ker  df  para  el que  df(v)  es arbitrariamente  pequeño.  Pero  esto  contradiría  la
existencia  de una  cota  inferior  para  la  restricción  de df1 A ...  A df  a  la fibra.
Es  evidente  que  tras  los citados  cambios  de complementarios  y métricas,
lo  que  estamos  computando  es  exactamente  la  cantidad  de transversalidad
de  d(f  o  con respecto  a  O.
En  consecuencia  la  transversalidad  estimada  de  d(f  o T)  con  respecto  a
O  es  equivalente  a  una  cota  inferior  para  Lm(TT,ker  df),  y  la  equivalencia
depende  de  las  normas  de  y  el ángulo  mínimo  Lm(kerdf,TVFk).
Cuando  se interseca  todo  con 13 el argumento  previo  funciona  igualmente.
La  única  diferencia  es que  sólo usamos  la  cota  de la restricción  de r  a D.  Es
importante  observar  que  las elecciones anteriores  de nuevos complementarios
y  los  correspondientes  cambios  de  métrica  ocurren  en  D.  En  este  punto
usamos  que  T’’Fk  está  contenido  en  D  por  lo  que  el  complementario  V  (en
la  notación  del  párrafo  anterior)  de  nuevo  puede  ser  elegido  en  TVFk,  lo
que  nos  permite  aplicar  de  nuevo  la  propiedad  (1)  de  5.2  para  concluir  la
equivalencia.
Si  se  comprobase  que  para  cualquier  e  >  O  LM(Tj,Sa,kerdf  fl  13) <  e
en  un  entorno  tubular  del  estrato  de  radio  (e),  habríamos  completado  la
prueba.  Para  ello es suficiente probar  el mismo enunciado  para  LM(TH  Sa, ker df)
y  luego  usar  que  Zm(13,kerdf)  está  acotado  inferiormente.  Éste  es  el  con
tenido  de  la  proposición  3.7  en  [46], donde  en  su  flotación  V  =  V’  =
U  =  kerdf,  U’  =  T115a. En  cualquier  caso  este  resultado  se  puede  probar
usando  las  ideas  sobre  definiciones  alternativas  del  ángulo  mínimo.  Basta
observar  que  para  U  y  U’  de  igual  dimensión  y  ZM(U,  U’) suficientemente
pequeño,  U’ es el grafo de una  aplicación lineal de U a U-’.  El  ángulo máximo
es  comparable  a la  distancia  del elipsoide pui(U)  c  U’-.  Se comprueba  que
intersecar  con  un  subespacio  V  suficientemente  transversal  corresponde  a
trabajar  en  un  determinado  subespacio  con  métrica  comparable.
La  prueba  de que  ¿M(TIIS0 , ker  df)  <e  se sigue de la  existencia  de cartas
1-comparables  para  las que f  es la proyección en 2p-coordenadas.  Tal y como
se  mencionó  en  la  apartado  3.2  de esta  sección,  al  ser  el  estrato  un  espacio
vectorial  (de  codimensión  2p)  es  posible  comparar  entornos  tubulares  para
la  métrica  inducida  y  la  euclídea.  En  el  correspondiente  9-entorno  tubular
de  un  radio  apropiado   cada  punto  q  es  el  extremo  de  una  g-geodésica.
Cualquier  vector  y  E  T,j sa es el resultado  de hacer  transporte  paralelo  de un
determinado  vector u  E TSa.  En dicha geodésica,  el transporte  paralelo  está
controlado  por  los símbolos  de Chistoifel  (también  por  el vector  tangente  a
la  geodésica).  Por  tanto  en el punto  de la  geodésica  para  tiempo  t  E  [O, r],  la
diferencia  entre  el transporte  paralelo  de u para  la métrica  euclídea  y para  y
está  acotada  por  etI —1, donde  U >  O es una  constante  que depende  de las co
tas  para  la  conexión inducida.  En particular,  1v —  nl  <et’  —1. Por definición
u  (sobre el punto  q) pertenece  a kerdf.  Así pues,  LM(T  S,  ker df)  <e’1.
EJ
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Observación  5.10: Es  importante  resaltar  que  se  puede  dar  una  definición
de  transversalidad  a  una  sucesión  de  estratificaciones  A.H.  a  lo  largo  de
una  distribución  cualquiera  Q C  TM  (para  variedades  casi-complejas  de
dimensión  par  principalmente).  La  generalización  es  la  evidente  y  en ella  el
pullback  de  Q, que denotamos  por  Q, juega  el  papel  de  D.  Además  se  ve
que  la prueba  del lema 5.9 funciona  para  cualquier  distribución,  de modo que
transversalidad  estimada  a  un  estrato  “lejos” de los  puntos  de su  frontera  es
equivalente  a  transversalidad  estimada  a  O de  la  función  f  o r  a  lo largo  de
las  direcciones  de Q. Esto es  especialmente  interesante  en el caso par  (nótese
que  todas  las definiciones  y pruebas  de esta  sección funcionan  en el  caso par
tomando  D  =  TM)  cuando  la  distribución  Q es integrable,  puesto  que  no
sólo  podemos  estudiar  transversalidad  en  toda  la  variedad  sino  hacerlo  en
hojas  aisladas,  donde  resulta  ser  equivalente  a  la  transversalidad  estimada
de  la  función  f o r  restringida  a  la hoja  correspondiente.  Generalizando  esta
situación,  podemos  considerar  en vez de toda  una  foliación definida  en M  tan
sólo  una  hoja,  es decir,  una  subvariedad  Q de M.  Transversalidad  estimada
de  T  al  estrato  a  lo  largo  de  las  direcciones  de  Q (en  los  puntos  de  Q) es
equivalente  a  la  transversalidad  estimada  a  O de la  función  (f o T)1Q.
Para  un  estrato  cuya  codimensión  2p  es menor  o igual  que  la  dimensión
de  Q, es evidente  que  transversalidad  estimada  de  f  o T  a  O a  lo  largo  de
Q  implica  transversalidad  estimada  de  la  función  a  lo  largo  de  todas  las
direcciones  de  TM.  Cuando  la  codimensión  es  menor  concluimos  que  en
entornos  de  gk-radio  uniforme  (suponiendo  control  de  orden  0(1)  para  las
derivadas  de la  función)  las secciones no  tocan  el estrato.  En  cualquier  caso,
para  variedades  casi-complejas  impares  y  distribución  D,  si  2p  >  dimD
también  ha  de  ser  2p  >  dim D  +  1  =  dim M.  De  esto  se  deduce  que  no
es  descabellado  el  poder  lograr  transversalidad  estimada  a  lo  largo  de  D
a  estratos  de  codimensión  mayor  que  la  dimensión  de  D,  que  también  es
por  definición  transversalidad  uniforme  al  estrato  a  lo  largo  de  todas  las
direcciones  de  TM.
Lema  5.11.  Sea  $  (S°)aEA  una  sucesión  de  estratificaciones  aproxima
damente  holomorfas  como  en  la  definición  5..  Asumamos  que  la sucesión
r  es  uniformemente  transversal  a  $  a  lo  largo  de  las  direcciones  de  una
distribución  Q cuya dimensión  es  mayor  o igual  que la  codimensión  de  los
estratos,  y  que  la  cota  uniforme  IV’rklYk <  0(1)  se  cumple.  Entonces  para
cada  a E A,  Tk1(S)  es  una  subvariedad uniformemente  transversal  a Q.
PRUEBA.  Omitimos  los  subíndicepara  secciones y  estratificaciones.  La
prueba  del  resultado  es  especialmente  fácil para  aquellos  puntos  de  M  que
r  envía  lejos  de  la  frontera  de  S.  Es  suficiente  encontrar  un  subespacio
QC  c  ker d(f  o  r)  complementario  a  Q cuyo  ángulo  mínimo  con  Q esté
acotado  inferiormente  (siempre  existe  al  haber  asumidó  dim Q  2p).  Para
ello  tomamos  una  base u,  Uq  de  Q1.  Existe  un  único  v,  en  el  ortogonal
a  ker  d(f  or)flQ  en  Q  tal  que  uj +v  E  ker  d(for).  Los  argumentos  usados  en
relación  con  la  medida  del  ángulo  mínimo  demuestran  que  la  cota  buscada  es
equivalente  a  una  cota  superior  en  la  norma  de  v,,  lo  que  se desprende  de  la
hipótesis  en  la  norma  de  VT  (la  norma  de  df  está  acotada  y  el  ángulo  mínimo
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entre  la  distribución  asociada  a  V  y la  fibra  está. acotado  inferiormente)  y
de  la  cota  inferior  en  la  norma  de la  imagen  de  v  (consecuencia  de la  cota
inferior  para  el  ángulo  mínimo  a  lo largo  de las  direcciones  de Q).
Simplemente  mencionamos  que  este  argumento  se  puede  modificar  y  en
vez  de trabajar  con  la  función  f  trabajar  con los  estratos  en  el espacio  total
de  Fk.  Por tanto  también  es cierto para  aquellos puntos  cercanos  a la frontera
del  estrato.
En  particular  se  obtiene  el siguiente  corolario.
Corolario  5.12.  Sea S =  (S)a€A  una  sucesión  de estratificaciones  aproxi
madamente  holomorfas  como  en  el  definición  5.2  sobre  la  variedad  casi-
compleja  impar  (M, D,  J, g).  Asumamos  que  la  sucesión  A.H.  Tk  es  uni
formemente  transversal  a S  a lo largo de  las direcciones  de D  y  que la  cota
uniforme  V-rkl9k  0(1)  se  cumple.  Entonces  para  cada a E  A,  r,1(S)  es
o  bien  vacía  si  la  codirnensión de S  es  mayor  que la  dimensión  de D  (o  de
o  bien  una  subvariedad  uniformemente  transversal  a D.
En  el  caso de  una  variedad  de  dimensión  par  y  de  transversalidad  uni
forme  a  lo  largo  de las  direcciones  de  una  subvariedad  (compacta)  Q (asu
miendo  la citada  cota para  VrkIgk),  entonces  o bien r’(S)  se  encuentra  a
9k-distancia  de Q acotada inferiormente  o bien  es  una subvariedad  (definida
al  menos  en  un 9k  entorno  de Q) uniformemente  transversal  a Q.
Quisiéramos  cerrar  esta  sección dando  un  criterio  suficiente  para  compro
bar  la  holomorffa  aproximada  de una  sucesión  de  estratificaciones  (finitas  y
de  Whitney).
Para  ello introducimos  las siguientes  definiciones:
Usando  trivializaciones  A.H.  de Ek,  cada  fibrado  se identifica  localmente
con  (C  x IR) x cm —+ C  x  IR mediante  las bases  escogidas.
Definición  5.13.  Decimos  que una subvariedad  del espacio  total  (C  x IR) x
cm  es constante  si no varía  en cada fibra.  La variedad (constante)  es además
holomorfa  si  su intersección  con una fibra es una  variedad holomorfa  de C.
Decirnos  que la subvari edad es invariante  por la acción de Gl(n,  C)xGl(m,  C)
cuando  su  intersección  con  cada fibra lo  es.
Hablamos  de una  estratificación  constante  de Ek  cuando  tenemos  identi
ficaciones  locales para  cada punto  de modo  que los  correspondientes  estratos
son  constantes  y  son  el  mismo  independientemente  de  k  y  x  para  k  »  O
(es  decir,  corresponden  al  mismo  modelo  local).  Igualmente  decimos  que  la
estratificación  es  además  holomorfa  si  lo  es para  una  familia  de identifica
ciones  locales.  La invariancia  mediante  la  acción de Gl(n,C)  x  Gl(m,C)  se
refiere  igualmente  a  invariancia  de la  intersección  de la  estratificación  con
cada  fibra.
Lema  5.14.  Sea  (S)aEA  una  estratificación  de  Whitney  finita  de  Ek  por
subvari  edades constantes  y holomorfas,  e invariante  por la acción de Gl(rt, C) x
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Gl(rn,C)  ó Gl(n,C)  x  C*.  En  tal  caso la sucesión  (S)aEAk  es  de  estratifi
caciones  A.H.  finitas  y  de  Whitney.
Recíprocamente,  a partir  de una estratificación  de (C’  x R) x C  —÷ C  x IR
con  las  propiedades  anteriores,  usando  las  identificaciones  locales se  puede
inducir  una  sucesión  en  Ek  de  estratificaciones  A.H.  finitas  de  Whitney.
PRUEBA.  Usando  la  identificación  local,  las  condiciones  (1),  (2),  (3)  y
(4)  de la definición  5.2 se verifican de modo trivial.  Tal vez debiéramos  notar
que  los  estratos  (en  la  fibra  sobre  el  origen  por  ejemplo)  son  subvariedades
de  Cm y la  cotas  que  se obtienen  (por  ejemplo para  la condición  de Whitney)
pueden  no  ser  independientes  de  los puntos.  Pero  sólo estamos  interesados
en  regiones  compactas,  en las  que las  cotas  son  uniformes.
En  el  caso  de variedades  casi-complejas  pares  los  comentarios  anteriores
prueban  el lema.  En la situación  impar  observamos  que el espacio  total  tiene
estructura  de variedad  casi compleja con una  escisión dada  por la métrica.  Es
decir,  el ortogonal  a D viene  definido por  D-1- y la  conexión sobre  este  fibrado
de  línea.  Esto  significa que  al usar  secciones A.H. holomorfas  para  trivializar
obtenemos  coordenadas  z,  ...,  z,  u),  ...,  U,  sj  en las que  los estratos  vienen
definidas  por  funciones  A.H.  (normalmente  independientes  de  z,  ...,  z,  sk)
con  respecto a estas coordenadas. De nuevo puede  muy  bien ocurrir  que  estas
coordenadas  no  sean estrictamente  holomorfas  para  el espacio  total,  pues  la
correspondiente  dirección  vertical  puede  no  coincidir  aproximadamente  con
el  ortogonal  a  D  (por  la  presencia  de  la  conexión).  En  cualquier  caso,  el
control  en  la  conexión  y  sus  derivadas  implica  que  tenemos  coordenadas
A.H.  en el  sentido  débil,  lo  cual nos  asegura  que  si  f  es A.H.  en las  citadas
coordenadas,  lo es  también  para  la  estructura  de variedad  casi  compleja  del
espacio  total  (aunque  las  cotas  que  se  obtengan  dependerán  también  de  las
que  controlan  la  distorsión  de la  conexión  y sus  derivadas).            EJ
5.3.  Cuasi-estratificaciónes  de  J7Ek
La  aplicación  principal  que  perseguimos  de esta  teoría  es para  una  estra
tificación  generalizada  (cuasi-estratificación)  de JEk,  donde  Ek es C’’  ®
Lk,  siendo  Lk  en  el  caso  de  variedades  calibradas  la  sucesión  muy  amplia
de  potencias  del fibrado  precuantizable.  Mediante  esta  cuasi-estratificación
pretendemos  estudiar  las  propiedades  de genericidad  de  la  proyectivización
de  una  sección  de  Ek  en  aquellos puntos  donde  no  se  anula.
A  diferencia  de lo  que  ocurre  para  O-jets, para  jets  de  orden  superior  no
resulta  fácil  encontrar  sucesiones  de  estratificaciones  A.H.  Incluso  algunas
que  se pueden  definir de modo natural  resultan  no  ser  adecuadas  para  nues
tros  propósitos.  La  dificultad  proviene  de que  aunque  la  modificación  de la
conexión  hace  que  los  r-jets  de secciones A.H. de  Ek  sean  secciones A.H.  de
¿7Ek,  al  componer  con  las  funciones  que  definen  los estratos  no  hay  modo
de  garantizar  que  el  resultado  sea  A.H.  Una  condición  suficiente  sería  que
las  funciones  f  que definen  localmente  los estratos  fuesen  aproximadamente
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holomorfas  en  el  espacio  total,  y éste  es precisamente  el punto  delicado una
vez  la  conexión  ha  sido modificada.
EJEMPLO  5.15:  Sea  L®IC la  sucesión  de potencias  del fibrado  precuantizable
de  una  variedad  simpléctica.  Consideremos  en  JL®k  la  siguiente  sucesión
de  estratos:
k,n  =  {(ao,ai)Iai =  O}
Usando  la  base  donde  1 =  1, ...,  ri,  y tomando  secciones de referen
cia  en cartas  de  Darboux,  tenemos  coordenadas  z,  ...,  4’, v0, v1, ...,  v’  para
el  espacio  total.  Entonces  >Jk,n  viene  definido  por  los  ceros  de  la  funciónf  =   C21  —+ C,  que  no  es  holomorfa  (o  A.H.)  con  respecto
a  la  estructura  casi-holomorfa  modificada  del  espacio  totai.  Si  así  fuese,
en  particular  f  o j’(z/r)  sería  A.H.,  pero  dicha  composición  es  de  modo
aproximado  (1 +  z1z,  zz1,  ...,  z,4’).  En  realidad  no  sólo se  demuestra  quef  no  es  holomorfa  (o  A.H.)  sino  que  ninguna  otra  función  local  definiendo
el  estrato  puede  serlo.  En  efecto,  si  así  fuese  su  composición  con  el  citado
1-jet  sería  el resultado  de  componener  f  o j1 (zr)  por  la  derecha  con  un
difeomorfismo  de C.  Dicha  composición  jamás  será  holomorfa  porque  por
ejemplo  la  imagen  de f  o j1(z)r)  está  en  1R’ (también  se  ve que  tampoco
puede  ser  A.H.).
Para  nuestra  principal  aplicación  es  necesario  debilitar  la  noción  de  es
tratificación:
Definición  5.16.  (ver  [5])  Sea  S  una  subvariedad  de  3h,n,m  Se  define
es  como el  conjunto  de puntos  a  de  S  para  los  que  es  posible  encontrar
un  (r  +  1)-jet  cuyo  r-jet  (truncándolo)  es  a,  y  que  visto  como  1-jet  (a  lo
largo  de  Dh  o  foliado)  de  una  sección  local  de  corta  a  S  en  a
transversalmente  a  lo largo  de Dh  (o  equivalentemente  su  restricción  a Dh
cota  a S  transversalmente).
Nos  referiremos  a    como el subconjunto  holónomo  transversal  de S.
Tal  vez conviene mencionar  que cuando  representamos  un  (r+1)-jet  como
una  sección local de  a efectos de determinar  su pertenencia  o no a un
subconjunto  es dicha representación  es esencialmente  única.  Esto  es así pues
de  la correspondiente  función  (en la base  i)  para  tratar  trausversalidad  sólo
nos  interesa  su  desarrollo  en las  coordenadas  z,  ,  ...,  4’, 4’ hasta  grado  1.
La  parte  de grado  cero queda  determiñada  por  el r-jet,  las  hipótesis  implican
que  no hay  parte  antiholomorfa  de grado  uno  (d =  9 en el origen)  y la  parte
holomorfa  queda  totalmente  determinada  por el  (r+  1)-jet.  Esto  quiere  decir
en  particular  que  podemos  restringir  nuestra  atención  a  representaciones
locales  holomorfas  si es necesario.
Si  usamos  la  trivialización  dada  por  la  base   se  extienden  de  modo
natural  algunas  de  las  nociones  introducidas  al final  de  la  sección  anterior.
Una  subvariedad  de J  nm  se llama  constante  si en la trivialización  anterior
no  depende  de las coordenadas  de la  base.
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Una  estratificación  de  ¿Tbh n,m  es  constante  si  todos  sus  estratos  son
subvariedades  constantes.  En’ una  estratificación  constante  cada  estrato
queda  descrito  por  su  intersección  con  la  fibra  sobre  el  origen.  Es  ob
vio  que  para  toda  subvariedad  constante  5  su  subconjunto  es es también
constante.  También  se  comprueba  que  si  S  es  invariante  por  la  acción  de
Gl(n,  C)  x  Gl(rn,  C)  (en cada  fibra),  entonces  es  tiene  la  misma  propiedad
de  invariancia.
La  definición  5.16 puede  ser  trasladada  a  los  fibrados  Ji;Ek  usando  re
presentaciones  locales  para  VH.  El  problema  que  se  plantea  es  que  por  el
hecho  haber  modificado  la  conexión  si nuestro  estrato  Sk  viene  dado  por
condiciones  que  involucran  componentes  que  no  son  de  orden  cero,  una  vez
que  identificamos  .3Ek  con  Dh,n,m’  eSk  no  se  identifica  con  es porque
no  podemos  comparar  en  general  las  representaciones  locales  para  dDh 
VH,D.  En  cualquier  caso  hay  ejemplos  en  los  que  esto  se  cumple  de  modo
aproximado.
En  cualquier  caso es conveniente  usar  representaciones  locales  A.H.  para
los  (r + 1)-jets.
Definición  5.17.  Sea 0k  un  (r + 1)-jet  pseudo-holornorfo sobre un  punto  x.
Una  sección  cxk  de  .JEk  es  una  (CD, C)-representación  c-local de 0k  S  cj
es  una  sección  local CA.H.(CD,  C)  definida  en Bgk(x,  c)  (donde  las citadas
cotas  son  válidas),  y  verifica:
(1)  ak(O)  =  7rrrak
(2)  VH,Dck(O) =  aje,
donde  VH,D  es  la componente  de VH  a lo largo de D  (usando  como  siempre
la  escisión  asociada  a la  métrica).
El  siguiente  paso  es  demostrar  que  para  los  (r  + 1)-jets  existen  (CD,  C)
represent  aciones  (globales)  para  ciertas  constantes  que  no  dependen  ni  de
k  ni  de  x  (aunque  dependan  de  la  norma  del  (r  +  1)-jet).  Este  hecho  es
consecuencia  de  ciertas  características  de la  conexión  modificada  VH.
Lema  5.18.  Sea  E,,, una  sucesión  muy  amplia  de fibrados  (localmente  es
cindibles)  sobre  M  y  (J’Ek,VH)  la sucesión  de fibrados  de  (r  + 1)-jets
pseudo-holomorfos  con  la  conexión  modificada.  Para  cualquier  (r  +  1)-jet
Uk  sobre  cualquier  punto  x  E  M,  existe  un  número  natural  K  y  constantes
positivas  CD, C  que  dependen  en  la  norma  de crk  y  en  la  geometría  de M,
pero  no  en k  y x,  tal  que existe  una representación  (CD, C)-A.H  (global) aj,,
de  o.
PRUEBA.  Fijemos  coordenadas  aproximadamente  holomorfas  adaptadas
a  la métrica  en las que  J  coincide en el origen con J0.  Usando  la identificación
local  inducida  por  estas  cartas  junto  con  una  elección  de  base  local  (por
ejemplo  dada  por  secciones de referencia  Y»,  trasladamos  la  conexión VH
a  .Dhnm  y  la  seguimos  denotando  VH.  Puesto  que  las  representaciones
locales  son  herramientas  para  tratar  con  los  puntos  de  un  estrato  donde
una  sección  A.H. necesariamente  corta  con poca  transversalidad,  asumiremos
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por  el  momento  la  existencia  de  una  sucesión  Sk  de  estratificaciones  A.H.
de  JjEk,  que  en  las  identificaciones  locales  anteriores  coinciden  con  una
estratificación  S de  invariante  por  la acción  de  Gl(ri, C)  x Gl(m,  C).
Para  cada  estrato  S  sería  razonable  definir es  como el subconjunto  de  S
de  los  r-jets  a  para  los  que  existe  un  (r  +  1)-jet  extendiendo  a  a,  con  una
representación  local  (no  necesariamente  A.H.)  transversal  a  S  (a  lo  largo
de  D).  Sería  deseable  que  usando  la  identificación  local  con  hflm’  es
se  identificase  a su  vez con  ega,  pero  esto  de nuevo  no  es  cierto  en  general.
Para  que esto  ocurriese  sería  suficiente  relacionar  las representaciones  locales
(en  la  carta)  con  respecto  a  dDh   VH,D,  o  para  ser  más  precisos,  el  valor
de  la  componente  en  D*  de  la  forma  de  conexión  en  el  punto  en  cuestión
(digamos,  el  origen).  Puesto  que  se  ha  asumido  que  S  es  invariante  por  la
acción  de  Gl(n,  C)  x  Gl(m,  C),  podemos  usar  dicha  acción  para  modificar
la  forma  de  conexión  de  VH,D  (mientras  mantenemos  d  y  8).  Si fuésemos
capaces  de  lograr  con  esta  acción  la  anulación  de  la  forma  de  conexión  la
propiedad  buscada  se cumpliría.
Veamos  lo que ocurre  en los modelos.  Para  el caso Káhler  (dimensión par)
serf a suficiente  trivializar  Ek  con secciones holomorfas  de modo  que la  forma
de  conexión  se  anule  en  el  origen;  a  continuación  tomaríamos  coordenadas
normales  (tenemos  una métrica  Káhler),  con lo que la conexión no modificada
se  anularía  en el origen.  Ocurre  sin embargo  que para  la  conexión modificada
siempre  tendremos  la  parte  antiholomorfa.  Por  tanto  parece  razonable  usar
una  trivialización  holónoma  (por jets  de  secciones holomorfas),  en la  que  la
parte  antiholomorfa  es  nula.
En  el caso no integrable  (impar)  es posible  también  lograr  que  la conexión
no  modificada  (a lo largo  de D)  se anule.  Lo hace de  modo  aproximado  me
diante  la  elección de trivializaciones  A.H.  adecuadas  que  anulan  la  forma  de
conexión  proveniente  de  Ek.  Como  la  métrica  tiene  peso  O(c112)  una  pe
queña  modificación  en la  elección de dzL  E  del tamaño  anterior  hace el
resto.  Nótese  que  a  diferencia  del caso integrable  esta  pequeña  modificación
no  proviene  necesariamente  de la  elección de nuevas coordenadas  A.H.,  pero
en  cualquier  caso  sólo usamos  la  acción de  Gl(n,  C).
Para  la  conexión  modificada  no  parece  posible  lograr  el  citado  objetivo
empezando  con la  base  pi  (que  es homogénea  en el sentido  que  cada  sección
sólo  tiene  componentes  no  nulas  de  un  determinado  grado)  y  usando  tan
sólo  la  acción  de  Gl(n,C)  x  Gl(ni,C);  dicha  acción  preserva  los  subfibrados
homogéneos  de  ¿7Ek,  mientras  que  la  conexión  no  preserva  secciones  de
los  mismos.  En  particular  para  y  cualquier  sección  r  con  T(O)  O,
VH1 (T,  O) =  (VT,  —Fj’1i-),  con  —F”r(O)   O (de  algún  modo  esto  refleja  lo
que  ocurre  en  el ejemplo  5.15).
Es  más  o menos  evidente  lo  que  tenemos  que  hacer  para  lograr  repre
sentaciones  locales.  Partimos  de la  base  Vk,x,I  de  J,+lEk.  Sobre  el origen,
cualquier  (r  +  1)-jet  a  es  una  combinación  lineal  1J  ,3Iuk,X,I.  Por  la  linea
lidad  de  los  jets  a  =  j’8jr1),  y  por  tanto  ir1a  =  j”(/rr1)(O).
Como  la  anterior  es una  sección A.H.,  a  —  V,jr(/31rJ)(O)  tiene  tamaño
Basta  por  tanto  hacer  una  pequeña  perturbación  lineal  (tamaño
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O(c1’2))  en las coordenadas  x,  y),  ...,  x,  y  para  obtener  la representación
local  requerida,  cuyas cotas  vienen  dadas  en función  de las  de las  y de
la  norma  del  (r + 1)-jet  en cuestión.  Como es lógico todas  las cotas  obtenidas
no  dependen  ni  de k  ni  de  x.                                    11
Definición  5.19.  Sea  Sk  una  subvariedad de .JEk  transversal  a las fibras,
y  sean CD, C, c>  O.  Se define  eSk(CD,C,C) C Sk  como  el conjunto  de puntos
crk  de  Sk  para  los  que  existe  una  representación  (CD, C)-A.H.  c-local 0k  de
un  levantamiento  de  a,  cortando  a  Sk  (en  ak)  transversalmente  a  lo  largo
de  las  direcciones  de D.
En  determinadas  situaciones  nos  olvidaremos de las  constantes  y  hablare
mos  de eSk como los puntos  para  los  que existen  levantamientos  con  repre
sentaciones  transversales.  Esto  sólo ocurrirá cuando usando  identificaciones
locales  dichos  subconjuntos  coincidan  con los  es correspondientes.
Observación  5.20:  Aunque  la  definición  anterior  se  ha  dado  para  un  sólo
fibrado,  cobra  realmente  sentido  para  una  sucesión  de los mismos.  El motivo
es  que para  una  sucesión  de secciones ClA.H.(CD,  C)  de Ek,  si la sucesión
de  r-jets  es uniformemente  transversal  a una  sucesión  Sk  de subvariedades  de
Jf,Ek  (para  k  mayor  que  un  cierto  K),  necesariamente  lo hará  en los puntos
de   donde  las  constantes   sólo  dependen  de  CD,C  y de  la
geometría  de  Ek  y M  —pero no  de  k— (y c es  un  número  positivo  menor  que
el  radio  de  inyectividad).
Observación  5.21:  Si un  (r  +  1)-jet  &k  es la  derivada  a  lo largo  de D  de una
cierta  sección  Cr+lA.H.(CD,C)  local,  entonces  IIukII  CD + O(c”2).
Recordamos  el  siguiente  ejemplo  ya citado  por  D.  Auroux  [5]:
EJEMPLO  5.22:  Denotemos  mediante  Zk el conjunto  de r-jets  correspondien
tes  a  secciones  que  cortan  la  sección  O de  Ek.
Zk={a=(cro,...,ar)Iuo—0}
Si  miramos  Zk  como una  subvariedad  Z  de  «Jh,fl,m  y  trabajamos  en  el
marco  integrable  (en el que  no  hay  necesidad  de usar  constantes  que  acotan
la  falta  de  holomorfía),  se  comprueba  fácilmente  que  ez consta  de  aquellos
jets  para  los  que  u  es  sobreyectiva  (y por  tanto  será  vacío  si  m  >  n).  Si
ahora  pensamos  Z  como  una  sucesión  Zk  de  subvariedades  de  J$Ek,  los
subconjuntos  eZk(CD,C,C)  serán  de nuevo  vacíos  si la  dimensión  compleja  de
la  fibra  de  Ek  es mayor  que  n.  En  caso  contrario  constarán  de  aquellos  r
jets  a  para  los  que  disponiéndose  de representaciones  c-locales  con las cotas
apropiadas  para  el  (r  + 1)-jet  (a, O), al  es  sobre  (la conexión  en Ek  es lineal
y  por  tanto  tangente  a  la sección  O).
Obsérvese  que  éste  es  un  ejemplo  muy  peculiar  pues  el  estrato  viene
definido  sólo por  condiciones  involucrando  la  parte  de  grado  O. Esto  quiere
decir  que  la  modificación  de  la  conexión  le  no  afecta  para  nada,  por  lo  que
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en  identificaciones  locales  en  las  que  Zk  va  a  Z,  también  8Zk  (definido  sin
imponer  restricciones  a  las  representaciones  locales)  va exactamente  a  ez.
Siendo  nuestro  objetivo  final perturbar  sucesiones  de secciones aproxima
damente  holomorfas  Tk  de  modo  que  sus  r-jets  sean  transversales  a  deter
minadas  estratificaciones  (cuasi-estratificaciones),  y teniendo  en cuenta  que
dichas  perturbaciones  han  de ser  arbitrariamente  pequeñas  en las direcciones
de  D  (digamos  en  C1’-norma,  i.e.,  controlando  las h  primeras  derivadas  co-
variantes  a  lo largo  de D  de  la  diferencia),  el  conjunto  de r-jets  con  los que
trabajaremos  estará  siempre  uniformemente  acotado;  y  lo  mismo  ocurrirá
con  aquellos  (r +  1)-jets  que  pueden  definir  (h    1).  Por  tanto  trabajaremos
con  sucesiones  de estratos  en regiones uniformemente  acotadas.  Esto  querrá
decir  que si nos fijamos en los subconjuntos  EJSk(CDCC), donde  las constantes
(CD,  C)  se  eligen mayores  que  las que  controlan  hasta  orden  1 la holomorfía
aproximada  de jrk  (y de modo  que existan  representaciones  c-locales de un
conjunto  uniformemente  acotado  de  (r +  1)-jets  conteniendo  a  j+lTk  y  sus
perturbaciones  próximas),  la  falta  de  transversalidad  con  respecto  a  Sk de
r-jets  de sucesiones  A.H. suficientemente  próximos  a jTk  (para  que las cotas
(CD,  C)  sean  también  válidas  para  ellas  hasta  orden  1), se puede  formular  en
términos  de  su  pertenencia  (aproximada)  al  complementario  de eSk(CDCC)
en  Sk.
Definición  5.23.  (véase también  [5]) Sea (A,  —<) un  conjunto  con una relación
binaria  sin  ciclos  (al  —<  —< a  =  ap   ai).  Una  cuasi-estratificación  de
Whitney  de hnm  finita  indezada  por A  es  una familia  finita  de subvarie
dades  diferenciables  (Sa)aEA  no  necesariamente  disjuntas  tal  que:
(1)  asa ç  Uba  5b,
(2)  para  cualquier  punto  en la frontera  q e asa  ha  de  existir  b -<  a  tal
que  o  bien  q   eSb  o  bien  Sb  c  asa y  se  cumple  la  condición  de
Whitney  para  S5  c  osa  (o al menos  q pertenece  a  aquellos puntos
lejanos  a la frontera  donde  dicha  condición  se  cumple).
La  cuasi-estratificación  se  dirá  constante  (resp.  holomorfa)  si  sus  estratos
tienen  esta propiedad.
Para  los  fibrados  JEk  se puede  dar  una  noción  similar  a  la  anterior  de
sucesión  de cuasi-estratificaciones  de Whitney  finitas  aproximadamente  holo
morfas:  la  familia  de  subvariedades  no  necesariamente  disjuntas  (S)aEAk
tiene  que ser  transversal  a las fibras, con  ecuaciones locales como en la  defini
ción  5.2 para  puntos  en los  estratos  con radio  (uniformemente)  proporcional
a  la  distancia  a  la  frontera  y  satisfaciendo  las  condiciones  (1), (2)  y  (3)  de
aquella  definición.  La  diferencia  ocurre  en  los  puntos  de  la  frontera:  allí
tenemos  OS  Ç  Uba  S,  y  existe  un  numero  natural  K  tal  que  para  todo
k    K,  en cualquier  punto  de la  frontera  q E 0S  tiene  que  existir  b -  a  tal
que  q E S  y  se da  una  de  la  siguientes  situaciones:
i  S  c  8S  y  la  condición  de  Whitney  uniforme  (la  cuarta  en  la
definición  5.2)  se  cumple  en  todos  los  puntos  de  S,  o al  menos  en
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los  lejanos  a  su frontera  a  los que q pertenece  (y no  necesariamente
en  todos  los estratos  de índices  precedentes).
u  q aproximadamente  no pertenece  a e9b;  esto  es, para  cada  terna  de
constantes  positivas  (CD, C, c) existe  otra  constante  positiva  Ó que
depende  de ellas  pero  no  de  k,  tal  que  para  cualquier  (r  + 1)-jet  a
con  ir1a  =  q,  cualquier  (CD, C)-representación  local   de  a  corta
b                                  —1/2a  Sk  (en  q)  con ángulo  minimo  a  lo sumo  Cck
Es  obvio que  para  variedades  casi-complejas  pares,  y para  8k  una  estrati
ficación  A.H. de Whitney  finita,  podemos  definir igualmente  los subconjuntos
eS(C,C),  y  dar  la  correspondiente  definición de  cuasi-estratificación.
5.4.  La cuasi-estratificación  de  Thom-Boardman-Auroux  para
aplicaciones  a  espacios  proyectivos
Intentamos  estudiar  la genericidad para  las aplicaciones a espacios proyec
tivos  CIPm asociadas  a  sucesiones  A.H.  de  secciones de  Ek  =  ® Lk.
Para  ello  introducimos  el  fibrado  no  lineal  de  r-jets  pseudo-holomorfos  en
CTPm y  analizamos  sus  propiedades  principales  en  las dos  proposiciones  que
siguen.  Antes  recordamos  que  Zk  denota  la  sucesión  de  estratos  de  J73Ek
—ya introducida  en  el  ejemplo  5.22— de  r-jets  cuya  parte  de  grado  cero  se
anula.  También  definimos  JE  .JJEk  —  Zk,  y  en  el caso  de variedades
casi-complejas  de  dimesión  par  definimos  también  J’E  :=  JTEk  —  Zk,  y
JEk  —  en  presencia  de  una  polarización  G,  donde  de  nuevo
Zk  denota  el conjunto  de r-jets  del fibrado  JrEk  cuya  componente  de  grado
O se anula  y  =  Zk  fl JEk.
Definición-Proposición  5.24.  Se puede  definir  un  fibrado  no  lineal
Jj(M,  CIP)  de r-jets  pseudo-holomorfos  a lo largo de D,  y para una función
q:  (M,  D, J, g)  —* CIPm una  noción  de r-jet  jçb  e F(J(M,  CIlm))  con  las
siguientes  propiedades.
(1)  Existe  una  aplicación  de fibrados  j’1r:  JE  -  Jf(M,CIPm)  que
es  una submersión.  Para cada sección ‘r  de Ek,  en los puntos  donde
no  se  anula  hay  definida  una pro yectivización  k  y  se  tiene  que
jr.(j)  3Çbk.                    (5.5)
(2)  Las  fibras  de  1Tb(M, C1F)  admiten  una  estructura  casi-compleja
integrable  de  modo  la aplicación jnir  es holornorfa a lo  largo de las
fibras,  y  además  para  cada sucesión  Tk  A.H.  de  Ek,  j’n(jrk)  E
F(J(M_rl(0),CPm))  es  una sucesión  de secciones A.H.
Para  variedades  casi-complejas  de dimensión  par se  define  de  modo aná
logo  el fibrado  J’(M,  CTP)  con estructura  casi-compleja  canónica integrable
en  las fibras.  Se tiene  igualmente  una submersion jrn:  ¿T’E  —*  .J’  (M,  ClP)
holomorfa  a  lo  largo de  las fibras.  Dada  :  M  —*  ClP,  se  tiene  la  corres
pondiente  definición  de r-jet  pseudoholomorfo  jT  y  se  verifica:
jr(jr)  =  jr(n  O rk),                  (5.6)
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Para  cada sucesión  ‘r  A.H.  de Ek,  J1’?t(frk)  E  F(7r(M_r(O),C1pm))  es
una  sucesión  de secciones AH.
Si  tenemos  una polarización  G podemos definir J(M,  Ci?tm)  Jr(M,  CPtm)
de  modo  que  tenemos  el  siguiente  cuadrado conmutativo  de  submersiones:
Jiir                   jr
Jr(M,CIprn)   ¿T(M,CIPm)
Las  aplicaciones p  son las inducidas por la proyección  ortogonal de T*M
en  G* y  si jk  es  una  sección  de   la restricción  de jnlr  satisface:
jTn(jrk)  =  j(ir  O Tk).                  (5.7)
Si  -rk  es  una  sucesión  A.H.,  jq  es  también  una  sucesión  A.H.  de
J(M  —  r(O),CllDm)  contenida  en      — T’(O),CIpm).
PRUEBA-DEFINICIÓN.  Definimos  el  fibrado  no  lineal  J(M,C1Pm)  del
siguiente  modo.  Tomamos  un  sistema  de  cartas  para  CIP.  Por  ejemplo,
en  Cm+l  con  coordenadas  z0, ...,  z  consideramos  la  proyección  canónica
ir:  Cm+l  —  {O} —+  CIPm, y  tomamos  las  cartas  ço  U  —÷ cm enviando
[ZO,  ...,  Zm]  a  (,  ...,  );  denotamos  por  Wjj  al  cambio de coordenadas  
‘p.  Para  cada  carta  øj  se  considera  el  fibrado
Jb(M,  Cm)  :=     (D*10)i)  ®
Sobre  cada  punto  x,  en la intersección  U fl Uj  identificamos  la fibra  sobre
x  de  J  (M,  Cm)  con  la  de   (M, Cm)  usando  la  misma  transformación
 que  la  aplicación  holomorfa  Wj  asociada  al cambio  de carta  induce  en
 Dicho  de otro  modo,  si tomamos  coordenadas  locales  conteniendo  a  x
e  identificamos  localmente  b’4’0 con T*l,OCn  J(M,  Cm)  se identifica  con
Por  tanto  un  r-jet  o- viene  representado  por  el r-jet  de una  función
holomorfa  F:  C’  —*  Ctm.  La identificación  en  cuestión  supone  igualar  a  con
el  r-jet  asociado  a  o F  como  elemento  de   3(M,  Cm).  Esta
aplicación  no  depende  de la  identificación  local con T*l,oC  (de  nuevo pode
mos  componer  por  la derecha  F  con la correspondiente  aplicación  lineal), por
lo  que  de  estar  en principio  definida  localmente  pasa  a  estarlo  globalmente.
Estas  aplicaciones  definen  una  relación  de equivalencia,  es decir,  la condición
de  dar  lugar  a un  co ciclo se verifica pues así  ocurre  para  jets  integrables,  por
lo  que  tenemos  un  fibrado  (localmente  trivial)  bien  definido.
Sea  q:  (M,  J, D)  —*  CIPm.  Su  r-jet  jçb  se define  como sigue:  las cartas
del  proyectivo  dan  lugar  a  aplicaciones          M  —*  cm.  Usando
la  conexión  trivial  d en  este  fibrado  trivial,  tenemos  (para  cada  k)  una  co
nexión  inducida  V  (la  parte  en  es  no  trivial)  con  la  que  podemos
definir  el  correspondiente  r-jet  jj  (simetrizado).  Es  necesario  comprobar
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que  jqj  =  jrWi(jq5i).  Más  generalmente,  en  vez  de  usar  un  difeomor
fismo  IJj:  C  —*  C’  podemos  usar  una  aplicación  holomorfa  cualquiera
H:  Cml  ÷   para  construir  una  aplicación jrH:  J(M,Cm1)   J(M,Cm2),
de  modo que  para  una  función  :  M  —*  Cm’  se tiene j(Ho)  =  jTH(jq5).
La  prueba  es por  inducción.  En  primer  lugar  podemos  suponer  rn2 =  1  y
basta  hacerla  para  la componente  de orden r  del r-jet.  Para  calcular  j  (Ho)
hay  que tomar  en V(Ho4)  la componente  a lo largo de D  (usando  la escisión
dada  por  la  métrica).  A  continuación  la  parte  holomorfa,  y  por  último  se
simetriza.  Así,
ml
V(Ho)=-Vq5a,
es  una  suma  de  derivadas  parciales  de  H  multiplicada  por  las componentes
Va  de V.  La expresión  algebraica resulta  ser la  misma que para
salvo  que en  la  segunda  tenemos  las derivadas  parciales  de H  multiplicando
a  las componentes  V  del  1-jet jjçb.  En  cualquier  caso,  tomar  VD(H  o
supone  sustituir  en la expresión  algebraica  anterior  los V4  por  VDa.  Como
H  es  holomorfa,  (H  o  q)  equivale  a  quedarse  con  la  componente  0çb0 de
VDÇba (en  la  expresión  algebraica  podemos  tomar  las  derivadas  parciales  de
H  como función  holomorfa).  La simetrización  no  es necesaria  para  1-jets.
Para  j(H  o )  ocurre algo similar.
m                m¿3H
Vj(Hoçf)  =                                    (5.8)
b,a=1               c1
En  esta  expresión  algebraica  llamamos  términos  de orden  (2,0)  a los  que
contiene  una  derivada  covariante  segunda,  o lo que es lo mismo,  una  derivada
parcial  de H primera,  y términos  de orden  (1, 1) al resto  (una  derivada  parcial
segunda  o  el  producto  de  dos  derivadas  covariantes  primeras).  De  nuevo
tomar  la  componente  a  lo largo  de  D  y  luego  la  parte  holomorfa  no  altera
la  expresión  algebraica;  tan  sólo sustituimos  V4a  por  aç5a y V8&  por  ¿92C.
La  expresión  algebraica  es la misma  que la  de j2H(j).  La única  diferencia
es  que  en la  segunda  tenemos  DYmC,  la  simetrización  de D2.  Por  tanto,
todo  se reduce  a demostrar  que  la simetrización  de  5.8 es  la misma  expresión
algebraica  pero  sustituyendo  92  por  su  simetrización.
Observamos  que  lo  dicho  hasta  ahora  vale  para  cualquier  función  H.
Sobre  el  punto  x  que  estemos  trabajando,  definimos  IT:  Cml   C  como
la  parte  homogénea  de  grado  dos  del  desarrollo  de  Taylor  de  H  en  x.  Es
evidente  que  j(H’  o  )  es la  parte  de  grado  (1, 1)  en  5.8.  Como  hemos
visto,  la  expresión  algebraica  de j(H’  o )  coincide  con  la  de  j2H’(jq5).
Pero  en  este  caso  hay  una  igualdad  pues  las  diferencias  sólo  ocurre  en  la
parte  de  orden  (2,0).  Siendo  j2H’(j)  por  hipótesis  simétrico  ocurre  lo
propio  con j(H’o).  En  consecuencia la  parte  de orden  (1,1)  de j(Ho)
es  simétrica,  luego  la  simetrización,  que  es  lineal,  no  la  altera.  Es  evidente
que  la  simetrización  de  cada  sumando  Va&  es faym&.
Por  definición,  para  calcular  j”H(jq)  después  de la  identificación  local
(usando  cartas  adaptadas  a la métrica)  elegimos F holomorfa  cuyo r-jet  usual
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coincida  con jçb,  y se  define como jh(HoF).  Los sumandos  son productos
tensoriales  de elementos a1Fai  con > r  =  r,  multiplicados  por  una  derivada
parcial  en  las  variables  Zaj  de  orden  el  número  de  factores  en  el  producto
tensorial.  Por  hipótesis  suponemos  que  al  sustituir  en  esta  expresión  ani Fa,
por  0mai  obtenemos  j(Ho).  De  ello se sigue que  la expresión  algebraica
para  Vj(H  o q)  es  la  de  jr+l(H  o  F)   jr+lH(j+l)  Tomar  la  parte
holomorfa  no  la  altera.  En  cada  sumando  de  ¿9j (H o c71) todos  los  factores
del  producto  tensorial  salvo a lo sumo  1, que  será de la forma  90’ma1,  serán
ya  simétricos.  Queremos  demostrar  que sym(8j,(H   =  jr+lH(j+l)
Como  syrn(jr+lH(j))  =  jr+lH(j+l)  nos  es  suficiente  probar  que
la  simetrización  de  cada  sumando  es  igual  a  sustituir  8’Fa1  por  0ç5aj
y  simetrizar  la  expresión  correspondiente,  y  éste  es  un  resultado  elemental
relativo  a los  productos  simétricos.
De  lo anterior  concluimos que el r-jet  pseudo-holomorfo  de una  aplicación
a  CFtm está  bien  definido.
El  en caso  de  una  variedad  par  la  definición  de Jr(M,  CFtm) es idéntica.
En  presencia  de  una  polarización  G  se puede  definir de  modo  análogo  el fi
brado  de  r-jets  holomorfos  a lo largo  de  G.  Usando  las  cartas  anteriores  del
proyectivo  se  consideran  los subfibrados  J(M,  Cm)  (r0  (*1O)G2)  ®
Cm,  donde  J(M,  Cm)  c  Jr(M,  Cm)  usando  la escisión GG--  =  TM.  Se
comprueba  fácilmente  que las identificaciones jrTéjj:  .1Tr(M, Cm)   Jr(M,  Cm)
preservan  estos  subfibrados,  ya que por  definición los elementos  de este  subfi
brado  se caracterizan  por  anularse  cuando  actúan  sobre  algún  vector  de G’;
la  expresión  algebraica  que  da  lugar  a  la  identificación  también  tiene  esta
propiedad.
También  la  prueba  que  demuestra  jrçb está  bien  definida  es exactamente
la  misma  que  la  dada  para  variedades  casi-complejas  impares,  y una  mínima
modificación  demuestra  que  el r-jet  a lo largo  de  G está  bien  definido  (en  la
primera  escindimos  la  derivada  covariante  para  quedarnos  con  VD y  en  la
segunda  hacemos  lo  propio  para  obtener  VG).
La  siguiente  propiedad  que  queremos  probar  es que  hay  una  submersión
jr.  JJE  —+  J(M,CIPm)  (resp.  jTir:  TE  -4  JT(M,CIPm) que restringe
a  una  submersión   —*  J(M,  ClPm)), de modo  que  para  cualquier  sec
ción  rj  de  Ek,  en  los puntos  en  los que  no  se  anula  j(rr  o  Tk)  =  jr(jTk)
(resp.  j’(ir   Tk)  =  j(jrrk)  y  j(n  °  )  jr.(j))  i.e.,  la  ecuaciónes
5.5,  5.6 y  5.7 se  verifican.
Situándonos  de  nuevo  en  el  caso  de  dimensión  impar,  observamos  que
la  aplicación  jnir  tiene  la  misma  expresión  que  en  el  caso  integrable.  Es
decir,  elegimos  una  identificación  local  y una  sección  de  Lk  para  trivializar,
de  modo  que  el  r-jet  o  en  cuestión  sea  el  r-jet  holomorfo  en  un  punto  de
una  función  holomorfa  F.  Componemos  con  la  carta  adecuada   para
definir  jnir(a)  como el  r-jet  de  ‘  o  F;  por  los  mismos  motivos  anteriores,
está  bien  definido  independientemente  de  las  coordenadas  A.H.  y  la  carta
de  CFtm elegida.  Observamos  también  que  no  importa  la  trivialización  de
Lk  escogida,  o  en otras  palabras,  la  conexión  V  usada  en  Lk.  El  motivo  es
que  o  F  es  en  realidad  una  sección  de Ctm 0  (Lk  0  Li’)  con  conexión
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V  ® V1  =  d  (pues  componer  con  la  carta  corresponde  a  dividir  por  una
coordenada).  También  es  evidente  que jT1ç es una  submersión.
Por  último,  j(n  o Tk)  jr(jr)  porque  al  componer  con  una  carta
por  definición  jrc(7r  o ‘rk) es  j(’  o no  Tk).  Igualmente  por  definición
jrn(jrT)  es  jr(-l  n)(jTk),  y  la  igualdad  de  ambas  expresiones  ya  ha
sido  probada  (pues  la  definición  de  j’1’n no  depende  de  la  conexión  en  Lk,
por  lo que  podemos  trivializar  el  fibrado  y  considerar  la  conexión  d)
El  razonamiento  para  variedades  de  dimensión  par  que  prueba  que
jrn:  JrE   ¿P.(M,CIPm) es  una  submersión  y  que  la  ecuación  5.6  se
verifica,  es  exactamente  el  mismo.  Cuando  tenemos  una  polarización  G,
la  conmutatividad  del  diagrama  5.24  se  sigue  de  la  conmutatividad  en  el
caso  holomorfo  (pues  por  un  camino  restringimos  la  correspondiente  función
holomorfa  a  una  hoja  C  x  {.}  y luego  componemos  con  ir,  y  por  el  otro
hacemos  las  operaciones  en  orden  opuesto,  siendo  el  resultado  el  mismo).
También  es  obvio  que  jnir:  JE  —* J(M,  CIlm)  es  una  submersión.
En  cuanto  al  punto  (2)  de  esta  definición-proposición  es  evidente  que,
tanto  para  variedades  casi-complejas  pares  como para  las  impares,  la  fibra
de  los fibrados  (triviales)  de jets  pseudo-holomorfos  para  aplicaciones  a  CIP
admite  una  estructura  holomorfa  canónica,  pues al  componer  con  cada carta
se  identifican  con  ciertos  CN,  y los  cambios  de  carta  son  aplicaciones  holo
morfas  ya que  sus  fórmulas  coinciden  con  las del  caso integrable,  para  el que
es  obvio que  son holomorfas.
Para  probar  que  las jrrr  son  holomorfas  a  lo largo  de las  fibras,  una  vez
más  usamos  que  la  restricción  es  una  aplicación  de  C1
1  en  la  fibra  corres
pondiente  (un  cierto  CN tras  componer  con  las cartas  inducidas  por  las  ),
cuya  fórmula  es la  del casointegrable  que  resulta  ser trivialmente  holomorfa.
Es  necesario  introducir  una  métrica  y  una  estructura  casi-compleja  en
J3 (M, ClPT) para  así poder  dictaminar  cuando  una  sucesión  de secciones es
A.H.  Una  vía  es  mediante  el  uso  de una  conexión  (por  ejemplo  proveniente
digamos  de  la  conexión  de  Fubini-Study  de  CFtm y  de  la  de  T*D).  En
nuestro  caso  elegimos  hacer  algo  diferente  pero  equivalente.  Simplemente
seleccionamos  un  sistema  de  cartas  holomorfas  para  CIPtm de  modo  que  en
cada  carta  sólo nos ocupemos  de un  dominio conpacto,  y tal  que los cambios
de  carta  para  regiones compactas  tengan  cotas  uniformes  en la  familia.  Por
ejemplo,  en  CF1  podemos  tomar  todas  las cartas  resultado  de  eliminar  un
hiperplano  (punto).  Para  esta  familia  compacta  trabajaríamos  en cada  carta
fuera  de la  imagen  de la  bola  de radio  € centrada  en el punto  eliminado  (que
tiene  cierre  compacto  en la  carta).
Cada  carta  i  define  J(M,Cm)  c  ¿7(M,CPm)  que  es  de  la  forma
 (D41)®i)  ® Ctm=JfC.  En  cada  uno  de  estos  fibrados  vectoriales
consideramos  la  estructura  casi-compleja  y  la  métrica  inducida  por  la  co
nexión  que de modo natural  se define si vemos M  x cm —  M  como una  suce
Sión  de fibrados  vectoriales  hermitianos  con la  conexión  trivial  (y la  métrica
h0).  Componiendo  por ejemplo con una  de las cartas  anteriores  ,  es evidente
que  si Tk  es una  sucesión A.H.  de Ek,  entonces  donde  su  proyectivización  çb
está  definida,  ésta  resulta  ser  una  sucesión  de funciones  A.H.  Se  sigue  por
tanto  que jrk  es una  sucesión  A.H. de secciones de  J(M,Cm),  =  ¿Cm.
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Obsérvese  que  la  noción  esta  bien  definida  porque  al  cambiar  de  carta  las
diferentes  métricas  son  comparables.  Igualmente,  las identificaciones  entre
J(M,  C)  y ¿(M,  C’),1  son aproximadamente  holomorfas,  pues usando
coordenadas  A.H.  las correspondientes  estructuras  casi  complejas  coinciden
de  modo  aproximado  con  la  canónica  de   y para  éstas  el cambio  de
carta  viene  dado,  tal  y  como  hemos  visto,  por  un  difeomorfismo  holomorfo.
En  el  caso  par  ocurre  exactamente  lo  mismo,  y  si hay  una  polarización  G,
usando  cartas  adaptadas  a  G  se verifica trivialmente  que  jqk  es  una  suce
sión  de  secciones  A.H.  de  ¿Tr(M, CIP)  cuya  imagen  cae  en  el  subfibrado
J(M,CIPm).            -                                     Li
Una  vez  que  hemos  definidos  los  fibrados  no  lineales  de  r-jets  de  apli
caciones  a  CIP  y hemos  determinado  su  relación  con  JLE  (resp.  
¿TE),  queremos  trasladar  problemas  de  transversalidad  de  j(ir  o Tk)  a
cuasi-estratificaciones  de  ¿7(M,  CP’),  a  problemas  de  transversalidad  de
 al  puliback  de  la  cuasi-estratificación  a  JEZ.  Siendo  un  poco  más
precisos,  en  primer  lugar  es  necesario  definir  —para cierta  clase  de  estratos
IPS  de  J(M,  CIP)  los  correspondientes  subconjuntos  eflska  holónomos
transversales,  para  lo cual  veremos  que no  hay  dificultad  por  estar  definidos
estos  fibrados  no  lineales  mediante  pegados  de fibrados  de  la  forma  Jcm.
El  propósito  a  la  hora  de  definir  estos  subconjuntos  es  doble:  por  un  lado
permiten  definir  la noción  de  cuasi-estratificación  de J(M,  CIPm), y en este
sentido  verifican  que  cuando  consideramos  en  S°  :=  jnir*IPS  el  subcon
junto  es  :  jnir*®psa,  este  último  no  pertenece  de  modo  aproximado  a
®S(CD,C,c),  para  ciertas  constantes.  La  consecuencia  inmediata  es  que  si
partimos  de  una  cuasi-estratificación  de  Whitney  PS  adecuada,  entonces  si
consideramos  su  puliback  5  y  le  añadimos  los  estratos  Zk,  obtenemos  una
cuasi-estratificación  de  Whitney  a  falta  solamente  de  asegurarnos  que  los
estratos  S  cuando  se acercan  a  Zk  se acumulan  en puntos  de Zk  —  eZk.  El
segundo  propósito  de la  introducción  de los subconjuntos  eps es que  inter
vienen  en la  definición de la cuasi-estratificación  de Thom-Boardman-Auroux
(aunque  veremos  que ésta  será refinada  en Jb(M,  ClP)  a una  estratificación
genuina  de Whitney,  de modo que  al hacer  puliback  y añadir  Zk  la condición
de  ser  una  cuasi-estratificación  sólo será  usada  para  al  cierre  en  Zk  de cada
estrato).
En  la  teoría  relativa  partimos  de una  sucesión  adecuada  de estratos  PS
de  J(M,  CP”),  y queremos  lograr  transversalidad  uniforme  a ellos de j(iro
Tk)  haciendo  lo propio  con  irk  con  respecto  a  S  :  jn1r*PS  C  1JE  a
su  vez esto  lo lograremos  obteniendo  transversalidad  a  Sk :=  pS  C 
Para  ello es  necesario  también  definir  los  subconjuntos   y estudiar  sus
propiedades.
Definición-Proposición  5.25.  Si  PSk  es una  sucesión  de  estratos  de
¿73(M,clPm) (resp.  J”(M,CFm)),  de modo que para una  elección de cartas
fijas  de cipm y  elecciones  de  coordenadas A.H.  se  identifica  con  un  estrato
PS  de JJh,fl,m  (resp.   e invariante  por la acción de Gl(n,  C),  entonces
existe  una  definición  obvia de epsk que en las identificaciones  locales coincide
con  eps (definido en 5.16).  Por tanto  para Sk  —el puliback  de PSk  en JbE
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(resp.  JTE)_  podernos definir  OS1, como  el puliback  de Ops1,. Además  se
verifica  que tomando  trivializaciones  A.H.  de Lk,  si consideramos  la submer
sión  correspondiente  JDh,fl,Tfl+1  —   JDhnm  (resp.  J  —  Z   J,m)
en  la que Sk  se identifica  con un  estrato S,  la imagen  de OS1, en la carta coin
cide  exactamente  con  0s  (cuya  definición  es  la dada  en  5.16).  Por  áltimo,
se  cumple  que  los puntos  en  Sk —  eS1,  de modo  aproximado  no  pertenecen  a
OSk(CD,C,C)  (resp.  OS1,(C,c)), para  determinadas  contantes.
Para  la  teoría  relativa suponemos  que para  una  elección de  coordenadas
A.H.  adaptadas  a G  y  cartas  holomorfas  del proyectivo,  la sucesión  1lDS c
¿T(M,Cpm)  se  identifica  con  un  estrato  TPSG de  =  X
invariante  por  la  acción  de  Gl(g,C).  Entonces  existe  una  definición  obvia
de  0p5G  que  en  las  identificaciones  locales  coincide  con  OPSG.  Sin  más
que  hacer  puliback  de  este  subconjunto  por  cualquiera  de  los  dos  lados  del
diagrama  conmutativo  5.2  tenemos  una  definición  global de  0S1,  Yendo
por  la  parte  baja  del  diagrama  conmutativo  5.fi  podemos  definir  IP’Sk :=
pIPS,  y se  tiene  que 0PSk  (definido en el primer  párrafo  de esta definición-
proposición)  coincide  con pO5a.  Por  tanto,  podemos  aplicar  el párrafo
anterior  para  concluir  que  los  puntos  de  Sk  —  0S1,  aproximadamente  no
pertenecen  a OS1,(C,C)  para  determinadas  contantes.
DEFINICIÓN-PRUEBA.  Queremos  definir  los conjuntos  01P’Sk Y Os1, y ver
la  relación  de  estos  últimos  con  los  subconjuntos  OSk(CD,C,C) de  Sk.  En
primer  lugar  si suponemos la  existencia  de cartas  con las propiedades  citadas,
tenemos  los  fibrados  J$(M,  CIPm)  =  JCm  para  los  que  la  definición  de
051,j  y  su  identificación  con  es  obvia,  por  ser  los  fibrados  de  r-jets
pseudo-holomorfos  de  una  sucesión  (constante)  de  fibrados  triviales  con  co
nexión  trivial,  y  ser  los  estratos  invariantes  por  la  acción  de  Gl(n,  C).  De
nuevo,  sólo tenemos  que  probar  que  pegan  bien  mediante  las  aplicaciones
r1ii.  Una  vez  más,  al  disponer  de la  citada  identificación  local  basta  con
estudiar  la  situación  en el  caso integrable.
Sea   un  r-jet  en  0is•  Esto  implica  la  existencia  de  un   levan
tándolo  y  una  sección  local  c  con  las  propiedades  obvias.  Tal  y  como
hemos  indicado,  la  representación  local  de b  es esencialmente  única  a  efec
tos  de  transversalidad  al  estrato.  Ello  implica  que  cualquier  otra  tendrá
esta  propiedad.  En particular,  /‘  es por  definición  el  (r  + 1)-jet  de  una  fun
ción  holomorfa  local  F  (independiente  de  Sk  si  se  quiere). -  Por  definición,
3DhF(O)  =   y  dDhjbhF(O)  =  8j5F(O)  =  j’F(O)  =  b.  Se  sigue  por
tanto  que  es  un  levantamiento  de  con representación  local
jr  ‘3Dh  F  =   (lIJjj o F),  que  es obviamente  transversal  a  r   =
pues  esta  aplicación  es un  difeomorfismo.
Al  estar  ®ip’s1, bien  definido  lo  propio  ocurre  con  su  puliback  a  ,J$E.
Ahora  queremos  probar  que  para  la  submersión  jr:  —  z  -
Dh,n,m  el  pullback  de  Ops  coincide  con  O,  lo  cual  se  sigue  fácilmente
de  las  ideas  anteriores.  Si  a  es  un  r-jet  cualquiera  que  se  proyecta  en
cualquier  levantamiento  ‘,1’ es proyección de uno d.  Para  este  último  tenemos
una  representación  local  j5H,  con  H  holomorfa,  y es claro  que jDh(rr  oH)
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es  una  representación  local  para  .  Como  j’ir  es una  submersión,  la trans
versalidad  de iDhH  a  S es  equivalente  a  la transversalidad  de  (ir o H)  a
PS.
Para  finalizar  probaremos  que  todo  r-jet  ci  E  Sk —  ®Sk  no  pertenece
de  modo  aproximado  a  eSk(CDCC),  para  ciertas  constantes  que  dependen
esencialmente  de  la  norma  de  los  levantamientos  & considerados  y  de  las
constantes  asociadas  a  las  bases  uk,x,I.  La  no  pertenencia  de  dicho  a  a
es  equivalente  a  la  no  pertenencia  de  j’ir(cr)  =  a  ePSk.  Sabemos
que  para  cualquiera  que  sea  el  levantamiento  & de  a,  es  posible  encontrar
representaciones  locales  A.H.  de la  forma  a  =  Jek  + hIjjr1,  donde  las
son  polinomios  de grado  1 en las coordenadas  r4, y), ...,  x,  y  de tamaño
O(c112).  Es  evidente  que  jr7r(a)  —  j(ir  °  y su  derivada  a  lo  largo  de
D  tienen  tamaño  O(ch/’2),  lo que  en  particular  implica  que  j1’ir(a) está  a
distancia  O(c”2)  de definir  un  levantamiento  de  q.  De  ello se  deduce  que
el  ángulo  con  que jnir(a)  corta  a IPSk es a lo sumo  de orden  O(c112),  lo que
a  su  vez implica  el  mismo resultado  para  a  y  Sk.
En  la  teoría  relativa  para  cada  carta   tenemos  una  sucesión  de sub
fibrados  vectoriales  J(M,  Cm)   Jr(M,  Cm).  El  subfibrado  tiene  la
conexión  inducida  por  la  de  Jr(M,  Cm)  (que  es  la  que  proviene  de  modo
natural  de la  inducida  por  la  de Levi-Civitay  la  métrica  en G*).  Es  posible
modificar  ligeramente  la  trivialización  de  G*l,O que  proviene  de  las  cartas
adaptadas  a  G  (la  perturbación  es de tamaño  O(c”2)),  para  que  la  corres
pondiente  conexión tenga  forma  de conexión trivial  en el  origen.  Si la  estra
tificación  es  invariante  respecto  a  la  acción  de  Gl(g,C),  entonces  se  puede
definir  de modo obvio el subconjunto  e5G  y tras  la  identificación  local coin
cide  con eFSG (pues  para  cada  J,(M,  C)  con  la  acción  de  G1(g, C)  en  la
fibra  logramos  que  la  forma  de conexión  se  anule).  Usando  la  identificación
local  con r-jets  foliados holomorfos se prueba  que los subconjuntos  holónomos
transversales  pegan  bien  al  cambiar  de carta.  Para  IPSk  pPS,  tenemos
los  conjuntos  0PSk•  Empleando  de nuevo  la  identificación  local  por  cartas
adaptadas  a  G,  se  tiene  que  los  r-jets  a  lo  largo  de  G  se  identifican  con
,n,m  =  x   y  la  proyección  de  sobre  el  subfibrado  es  la
proyección  trivial  suprimiendo  determinadas  coordenadas  (aquellas  corres
pondientes  a  elementos  de  la  base  k,x,I,  donde  1  no  es  de la  forma  Ip).  De
esto  se sigue  que  Bp  es  el  pullback  de   El argumento  que  usamos  es
que  la  proyección  Jnr,m   &nm  viene  inducida  por  la  submersión  holo
morfa  canónica  C  —+  C,  lo que  nos permite  razonar  exactamente  igual  que
como  lo  hicimos  para  probar  que  es c   coincide  con  el  pullback  de
eps  c  J7L•  Usando  el  lado  inferior  y  el  izquierdo  del  diagrama  conmu
tativo  5.24  se  obtiene  una  descripción  local  de  0k  (que se  define  como el
pullback  usando  cualquiera  de los  dos lados  del cuadrado)  como
y  por  tanto  aplicando  la  parte  primera  de esta  proposición  se  tiene  que  los
puntos  de Sk —  ®sk  aproximadamente  no  pertenecen  a  eSk(C,C), para  ciertas
constantes.
o
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La  cuasi-estratificación  de  Thom-Boardman-Auroux  no  es  más  que  el
puliback  a  JJJE  mediante  jr  de la  correspondiente  estratificación  en
Jjj(M,  CIPm) (véase  por ejemplo  [1,  7]),  completada  con los estratos  Zk. La
definición  es la  misma  que  la  dada  por  D.  Auroux  en  [4]. Veámosla.
Dado  u  E   denotamos  por   =  (o,  ...,  q7.) su imagen en J(M,  CIPm).
Se  define
    r    rr  *        jk,i  =   E D  k  lmc  ter  tpi  =
Si  max(O, u  —  m)  <i  <n,  los >k,i  son  subvariedades  diferénciables  cuya
frontera  es  la  unión  de Uj>ik,j,  y  de un  subconjunto  de  Zk  —  eZk.
Es  evidente  que  >.k,j  está  definido  mediante  condiciones  para  q5. Además
también  es  obvio  que  los  estratos  son puliback  de  estratos  constantes  y  ho
lomorfos   y  no  hay  dificultad  en  verificar  la  descripción  dada  de  sus
cierres  (también  a  la  vista  de la  descripción  dada  de  eZk).
Para  r    2,  eEk  es el conjunto  de r-jets  u  (uo, ...,  u)  E E  tal  que
k,i;r  =  {u  E D1’°, (iu,  O) E TffEk,j}
tiene  la  codimensión  esperada  en D”°,  que no  es  otra  que  la  codimensión  de
k,i  en  JjEk.
En  efecto,  podemos  trabajar  con  las  proyecciones  y  observar  que  ePEk
son  exactamente  aquellos elementos de lF’Ek, para  los que hay  levantamientos
con  representaciones  locales  transversales.  Es  evidente  que  como el término
añadido  al  r-jet  es  de  orden  r +  1 >  2,  el  resultado  no  depende  del  levan
tamiento,  que  puede  ser  por  ejemplo  con  componente  de  grado  r  +  1 nula.
Definimos
r         1Oi•       Ik,i;o  =    E D  ,   Oj E TlF’Ek,i,
Se  comprueba  que epE  son los q para  los que  IPEk,i;,. tiene  la  codimen
sión  de ‘k,j  en J7 (M, CIPm). Es fácil ver  usando las ideas  de la  proposición
5.25  que  el pullback  de  eIPEk  es  el conjunto  descrito  anteriormente.
Si  p +  1  r,  definimos  inductivamente
=  {a  E  dimker(4i  fl  k,ii,...,ip;r)  =
con
=  {u  E  D”°,  (iu,  O) E TEk,f}.
Como  en  el  caso  previo,  se  define  eEkI  como  los  puntos  en  los  que  la
codimensión  de  k,I;o  en  es  la  misma  que  la  codimensión  de  k,I  en
J]Ek.
5j  j1 >  ...  >  j1    1, E,i1,...,i9+1  es una  subvariedad  diferenciable  (cons
tante  y holomorfa)  cuyo cierre  en  es la  unión  de los   >
un  subconjunto  de   —   [7].  El  problema  es  que  para
valores  altos  de  r, u, m,  el  cierre  total  del  estrato  resulta  muy  complicado
de  analizar,  y  lo  que  hemos  definido,  una  vez añadido  Zk,  puede  muy  bien
no  ser  una  cuasi-estratificación  de  Whitney.  Para  valores  bajos  de  r, u, ru
lo  que  tenemos  en  JLEk  resulta  ser  una  cuasi-estratificación  de  Whitney,
por  provenir  de  una  estratificación  de  Whitney  de  37(M,  CIPm) y  por  no
acumularse  los  estratos  en ningún  punto  de  eZk.
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En  cualquier  caso se  pueden  usar  los resultados  de  Mather  [39] para  re
finar  la  estratificación  de J(M,  CP)  (que  es  constante,  holomorfa  e  inva
riante  por  la  acción de Gl(n,  C)  x 7-tÇ, siendo ?L  el grupo  de r-jets  de trans
formaciones  biholomorfas  de C  en  Cm), de  modo  que  localmente  (tras  las
identificaciones)  obtenemos  una  estratificación  de  Whitney  constante,  holo
morfa  e invariante  por  la acción de  Gl(n,  C) x  en cada   y  tal  que
las  subvariedades  P>k,I  son  uniones  de estratos  del refinamiento.  Como con
secuencia  de la citada  invariancia  los refinamientos  —definidos eligiendo cartas
en  cjpm y coordenadas  A.H.— éstos  pegan bien  y definen  un  refinamiento  que
es  independiente  de las elecciones.  De  este  modo el puliback  es una  estratifi
cación  finita  de Whitney  de JLE  tal  que  los >ikj  son  unión  de estratos.  Es
importante  reseñar  que como  todos  los  estratos  están  contenidos  en el cierre
de  k,max(Q,n—m)+1  las  fronteras  cerca  de  Zk  están  contenidas  en Zk —  eZk.
Por  tanto  al  añadir  Zk  se obtiene  una  cuasi-estratificación  de  JfJEk.
Si  hay  una  polarización  trabajamos  con  las  mismas  definiciones  pero
usando  JEk  y  J(M,  CIPm); el  resultado  es  en  primer  lugar  una  estra
tificación  1p8G de  de  J(M,C1Pm)  que  localmente  —como J&,n,m  se  iden
tifica  con  x  C’—  coincide  con  la  correspondiente  estratificación  de
Thom-Boardman  de  .J  multiplicada  por   (análogamente  a  lo  que
ocurre  en  el  caso  impar  que  localmente  es  una  versión  uniparamétrica  del
caso  par).  Yendo por  la  parte  baja  del cuadrado  conmutativo,  el puliback  de
esta  estratificación  PS  se reduce  localmente  multiplicar  por  las coordenadas
restantes  de  .3,m’  pues  recordemos  que  la  submersión  «nr,m   &,n,m  es
sin  más  la  supresión  de  determinadas  coordenadas.  Por  tanto  para  refinar
S,  el  puliback  de  5G  a  ¿TrE,  procedemos  por  la  parte  baja  del  diagrama
de  refinando  primero  TPSG localmente  (lo  que  a  su  vez  hacemos  refinando
una  fibra  de p8G  en  x  C9).  Los refinamientos  locales  de IPSG pegan
bien  pues  son invariantes  mediante  la  acción  de  G1(g, C)  x  1L  y  por  tanto
definen  una  estratificación  de  Whitney  en  J(M,  CIPm) que  no  depende  ni
de  las coordenadas  A.H.  adaptadas  a  G ni  de las cartas  de C1P  elegidas.  Su
puliback  a   refina  5G  a  otra  estratificación  de  Whitney.  Finalmente
el  puliback  de  esta  ultima  mediante  p:  J’E  —÷ JE  es otra  estratifica
ción  de Whitney  que  refina  a  5,  a  la  que  añadimos  Zk  (que  es  el  pullback
de  Z’  c  JEk),  siendo  el resultado  una  cuasi-estratificación  de  JrEk  (las
descripciones  locales  implican  que  los  estratos  se  acumulan  en  puntos  de
Zk  —  Ozk).
DefiniciÓn  5.26.  (ver  [5]).  Dada  (M,D,J,g)  (resp.  (M,J,G,g))  y  una
sucesión  muy  amplia  de fibrados  de línea Lk,  y denotando  Cm+l  ®Lk  por Ek,
la  cuasi-estratificación  de  Thom-Boardman-Auroux  (T-B-A)  de «bEk  (resp.
JrEk,  JEk)  es  la cuasi-estratificación  dada por la subvariedad Zk  c  JfEk
(resp.  Zk  c  JrEk,  Z  C  JEk)  y  un  refinamiento  como  el  descrito  de la
estratificación  de  Thom-Boardman  de JJ3E  (resp.  de  ¿TTE,  ¿TE).
Decimos  que  una  sucesión  Tk  A.H.  de  secciones  de  Ek  —+  (M,D,J,g)
(resp.  Ek  —*  (M,  J, g))  es  r-genérica  si  es  uniformemente  transversal  a  la
cuasi-estratificación  de  Thom-Boardman-Auroux.  En  tal  situación  hablare
mos  equivalentemente  de r-genericidad  de  k,  la  sucesiones  de  aplicaciones
a  cipm inducidas  (fuera  de  las subvariedades  base).
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Lema  5.27.  La  cuasi-estratificación  de  Thom-Boardman-Auroux  de  JE,Ek
(resp.  JrEk)  es  aproximadamente  holomorfa  (y  evidentemente  finita  y  de
Whitney).
Además,  en el  caso relativo el pullback  a J’Ek  de la cuasi-estratificación
de  T-B-A  de  JEk  es  también  una  cuasi-estratificación  aproximadamente
holomorfa.
PRUEBA.  En  primer  lugar  la  descripción  de  los  cierres  de  los  estratos
en  Zk  implica  que  la  condición  de  cuasi-estratificación  se  cumple.  Hacemos
notar  que para  valores pequeños  de r, n, m  para  los que no es necesario refinar
para  óbtener  una  estratificación  de Whitney  en 37(M,ClPm),  su  pullback  es
una  cuasi-estratificación  de  .JJEk  una  vez añadimos  los estratos  Zk.
El  punto  más  delicado  es  comprobar  que  los  estratos  son  efectivamente
aproximadamente  holomorfos.  En primer  lugar nos  centramos  en la  sucesión
Zk.  Aunque  para  esta  sucesión  la  propiedad  es  obvia  lo  demostraremos  de
un  modo  que  tendrá  consecuencias  interesantes.
En  efecto,  Zk  C  Ek  es obviamente  una  sucesión  A.H.  Veremos  que  la
proyección  natural  7rh:  JbEk  _  es  A.H.  De  este  modo,  el  puli
back  de una  sucesión  A.H.  de estratos  en J’Ek  dará  lugar  a  una  sucesión
A.H.  de estratos  de  .JjEk.  En particular,  Zk  C  .7fEk  será  una  sucesión  de
estratos  AH.  por  ser  el puliback  de la  sección  O de  Ek.
La  proyección  7rh  es  obviamente  A.H.  pues  localmente  la  elección  de
coordenadas  A.H. y de una base  de secciones de referencia j’r1,  da lugar  a
coordenadas  A.H. del espacio  total,  4, ...,  z’,  u,  s/  (1 recorriendo  las (n+1)-
tupias  usuales).  Como la  imagen de j’r  es  que es una  sección
A.H.  (y por  tanto  vendrá  dada  por  coordenadas  A.H.  v’(zk,sk)  para  una
base  de secciones jr.11,  donde  1’ recorre  las  (n +  1)-tuplas  adecuadas),  y
la  proyección  es lineal  compleja  en las fibras,  la  aplicación  es evidentemente
A.H.  (de  nuevo  tenemos  el problema  de  la  elección de coordenada  “vertical”
5k,  pero  en  cualquier  caso el  comentario  de la  prueba  del lema  5.14 también
se  aplica  aquí).
Para  los estratos  E1 queremos  hacer  algo similar  con  la  proyección
jrR.:  ¿TJE, —  J(M,CPm).
Tenemos  similares  propiedades  pues la imagen de una trivialización  jT1
es  j  (n o r1)  también  A.H.  Igualmente  a  lo largo  de las fibras  la  función
es  holomorfa,  aunque  la  diferencia  estriba  en la  no  linealidad  de dichas  res
tricciones.
Adoptamos  pues  una  estrategia  diferente.  La  holomorfia  aproximada  de
la  aplicación  a  orden  cero  (la  norma  de  la  parte  (1, 0)  de  la  diferencialde
la  aplicación)  es  obvia.  Si  ambas  estructuras  fuesen  integrables,  bastaría
estudiar  la  diferencial  y determinar  eventualmente  su  holomorfía.  Podemos
encontrar  localmente  (en  el  producto  de  una  bola  de  gk-radio  0(1)  en  la
base  por  una  bola  en  la  fibra  de radio  también  0(1))  nuevas  distribuciones
con  estructuras  casi-complejas  en los espacios totales  de los fibrados  que  son
integrables,  coinciden  aproximadamente  con  las  iniciales  y para  las  que  jnlr
es  holomorfa.
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Para  ello  tomamos  cartas  de  Darboux  para  Lk  y  sustituimos  D, J  por
Dh,  J0.  Los  resultados  de  la  proposición  4.6  en  el  caso  integrable  (y  para
curvatura  con  derivada  trivial,  como es  el  caso de  wo) implican  que  las per
turbaciones  de la  conexión definen  una  estructura  compleja  integrable  J.  La
integrabilidad  para  Jo en  3h  (C  x lii, C1P)  es  obvia.  Recordemos  que  tras
la  identificación  local de  los jets  con «Dhflm+1  Y «D,,n,m  se ha  comprobado
que  la definición  de j’ir  coincide  con la  de la situación  integrable,  para  la que
la  holomorfía  muy  clara  por  serlo a  lo largo  de las fibras  y enviar  suficientes
secciones  holomorfas  de   +1  a  secciones holomorfas  de    .  Más
ji,  ,                                    h,
concretamente,  para  cada  punto  cr E  ‘Jhhnm+1’  y  para  cada  vector  y  en  el
espacio  tangente  que  no sea  tangente  a  la  fibra,  podemos  hallar  una  función
holomorfa  F  cuyo r-jet  en  x es  a  y tal  que  el espacio  tangente  al grafo  con
tiene  a  y.  Como  jrir(j  F)=   (ir o F)  también  es  una  sección holomorfa,
se  deduce  que  jr7r(Jy)  =  Jo(jTir(v))
Igualmente  es evidente  que en el  dominio  en el que  trabajamos  la  nuevas
estructuras  complejas  integrables  coinciden  aproximadamente  con  las  ini
ciales.
Exactamente  la misma  prueba  demuestra  que jnjr:  T’E   jr  (M, CIP)
es  A.H.  En  el  caso relativo,  y para  una  sucesión  de estratos  ‘Sk  verificando
las  condiciones  de  5.25,  la  holomorfía  aproximada  de  pjr7r*  se  sigue
de  la  conmutatividad  del  diagrama  5.24,  y  de la  holomorfía  aproximada  de
jrir.  JrE  —  JT(M,CIPm)  y  de  p:  Jr(M,Crn)  —  J(M,CIPm)  (para
esta  última  se  sigue  fácilmente  de  que  la  proyección  ortogonal  T*l,OM  
es  J-lineal).
ü
Observación  5.28:  Ahora  ya podemos  indicar  de un  modo  más  preciso  como
aplicar  la  teoría  relativa.  En  efecto,  si  trabajamos  con  la  simplectización
(M,  D, J, g),  o incluso  con  (M,  w)  variedad  sympléctica  en la que  tenemos  N
(resp.  (Q, D))  una  subvariedad  simpléctica  (resp.  calibrada)  y  G  una  dis
tribución  casi compleja extendiendo  TN  (resp.  D),  y partimos  de Xk sucesión
A.H.  de Ek,  sabemos  por  el  apartado  2.3 que  la  restricción  de  Xk  a  N  (resp.
Q) es una  sucesión  de secciones A.H. Podemos  por tanto  proyectivizarla  para
obtener  çbkj  (resp.  kIQ)  una  aplicación  a  cIPm, cuya  r-genericidad  se  re
duce  a  un  problema  de  transversalidad  para  jr(kIN)  (resp.  j(kIQ)),  que
es  una  sección  de  Jr(N,  CIP)  (resp.  J(Q,  CIPm)).  Teniendo  en  cuenta
que  cuando  tomamos  cartas  del  proyectivo  el  fibrado  no  lineal  anterior  se
identifica  con J’(N,Cm)  (resp.  3(Q,Cm))  —para el que no  hay  curvatura—
es  evidente  que  el r-jet  coincide  de  modo  aproximado  con  VT(kIN)  (resp.
V(k1Q)).  Igualmente  içbk,  el  r-jet  a  lo  largo  de  G  —definido en  todos
los  puntos  de  M  en  donde  G  está  definida— coincide  de  modo  aproximado
con  Vçbk.  Igual  que  indicamos  en  el  apartado  2.3  y  teniendo  en  cuenta
la  ausencia  de  curvatura,  se  comprueba  que  (Vk)IN   V(b)  (resp.
(Vk)Q   V(k1Q)).  Por  tanto  el  r-jet  a lo  largo  de  G  3çb  extiende
de  modo  aproximado  al  r-jet  de la  restricción  de  çb.  La última  observación
necesaria  es  que  la  identificación  de  JT(N,  CPm)  (resp.   CID’tm)) con
J(M,  CiD’tm) en los puntos  de la  subvariedad  inducida  por  T*N   G* (resp.
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 *)_consecuenciá  de  la  retracción  métrica— preserva  las  estratifica
ciones  de  T-B-A.  En  consecuencia,  si  obtenemos  transversalidad  uniforme
de  jq  en  los  puntos  de  la  subvariedad  a  la  estratificación  de  T-B-A  de
J(M,CIpm),  también  obtenemos  transversalidad  uniforme  para  el  r-jet  de
la  restricción.
6.  EL  TEOREMA PRINCIPAL
Tal  y  como  hemos  venido  mencionando,  para  la  mayoría  de  las  aplica
ciones  necesitaremos  partir  de secciones A.H.  de Ek que perturbaremos  para
que  sus r-jets  sean  transversales  a cuasi-estratificaciones  A.H. de .fbEk.  Será
posible  controlar  las cotas  de dicha  perturbación  a lo largo  de las direcciones
de  D  hasta  un  orden  finito  arbitrario.  Introducimos  para  ello  una  nueva
notación:  diremos  que  una  sección  ‘r  es  CA.H.(CD)  si  la  sucesión  es
A.H.,  i.e.,  hay  cotas  para  las  derivadas  de todos  los órdenes,  y  la  constante
C’  controla  la  norma  y  derivadas  a  lo largo  de  D hasta  orden  h.  También
hablaremos  de  secciones C’A.H.  sin  mencionar  explícitamente  la  cota.
Teorema  6.1.  Sea Ek  una sucesión  muy  amplia de fibrados  vectoriales  her
mitianos  localmente  escindibles  y  $  =  (S)aEAk  una  sucesión  ChA.H.  de
cuasi-estratificaciones  finitas  de  Whitney  de J]Ek  (h    2).  Sea 6  una  cons
tante  positiva.  Existe  una  constante  i  > O tal que para cualquier  sucesión  ‘rk
C_>r+hA.H.(CD)  de Ek,  es  posible  encontrar  una  sucesión  AH.  crj. de  Ek
de  modo  que para  todo k  mayor  que un  cierto  K,
(1)  jV(rk—ak)Igk  <8,j=O,...,r+h.
(2)  jak  es rj-transversal  a S.
En  el enunciado  anterior  K  y las constantes   controlando  las derivadas
totales  y  la  parte  antiholomorfa  de  Uk  dependerán  de  toda  la  sucesión  de
cotas  (Cf,C)  de  ‘rk (que  podemos  suponer  creciente).  La  constante   no
será  en general  independiente  de un  número  finito  de las  Cf  y  C
Es  muy  importante  que  todas  nuestras  construcciones  no  dependan  del
tamaño  de las constantes  Cj  de la  sucesiones  a  las que  se  las apliquemos.  El
motivo  es que  estas  cotas pueden  ir cambiando  a medida  que  modificamos las
secciones  (la  perturbación  final  será  el resultado  de añadir  de modo  sucesivo
un  número  muy  elevado de pequeñas  perturbaciones).  La única  dependencia
que  admitimos  es  la  de  la  elección  de  la  constante  K  a  partir  de  la  cual
nuestras  afirmaciones  se  verifican:  por  ejemplo,  en  coordenadas  A.H.  para
pasar  de cotas  a lo largo de Dh a cotas  a lo largo  de D  son  necesarias  las co
tas  globales, aunque  no  su  valor  exacto  (lo contrarrestamos  aumentando  k);
igualmente  ocurre  al hacer  arbitrariamente  pequeñas  las partes  antiholomor
fas  (de  tamaño  Cc12).  También  haremos  depender  ciertas  construcciones
en  la  cota  Cr+2  de  la  sección inicial  ‘rj que  queremos  perturbar.
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Tendremos  también  un  resultado  análogo  de transversalidad  a lo largo de
subvariedades  compactas  para  variedades  casi-complejas  de dimesión par  con
polarización.  La prueba  es una modificación  menor  de la dada  por  D. Auroux
en  [4] para  variedades  casi-complejas  pares  unida  a  los resultados  locales  de
J.  P.  Mohsen  [43].  Aún así  enunciaremos  el correspondiente  teorema.
Teorema  6.2.  Sea Ek  una  sucesión  muy  amplia  de fibrados  vectoriales  her
mitianos  localmente  escindibles  sobre  la  variedad  casi-compleja  polarizada
(M,  J, G, g)  de  dimensión  par,  y  sea  Q una  subvariedad  compacta  de  M.
Consideremos  8  =  (S)aEAk  una  sucesión  ChA.H.  de cuasi-estratificaciones
finitas  de  Whitney  de JrEk  cuyos  estratos  son  puliback  de  estratos  (subva
riedades)  de  1TEk  (h    2).  Sea   una  constante  positiva.  Existen  una
constante  i  >  O y  un  número  natural  K  tal  que para  cualquier  sucesión
Cr+h1A.H.  (C)  rk  de Ek,  es posible  encontrar una  sucesión  C’-A.H.  o  de
Ek  tal  que para  todo k  mayor  que K,
(1)  V(r—ak)Igk  <,j=O,...,r+h  (ak  esCr+hA.H.(8)).
(2)  jak  es u-transversal  a 5  a lo largo de Q (de las  direcciones de TQ
en  los puntos  de Q).
Obsérvese  que  en el  caso relativo  no  tenemos  por  qué  trabajar  con  suce
siones  cuyas  derivadas  de  todos  los  órdenes  estén  controladas,  y  tanto  K
como  i  dependen  sólo dç  C.  No  es así  en  el  caso  impar  porque  el  compor
tamiento  de las sucesivas perturbaciones  es mucho peor por  ser la distribución
D  no  integrable  en general;  básicamente,  las  derivadas  a  lo  largo  de  las di
recciones  de  D  serán  arbitrariamente  pequeñas  sólo si  tenemos  controladas
las  derivadas  totales  hasta  un  orden  muy  alto,  y  k  se hace  muy  grande.  La
razón  exacta  quedará  clara  a  lo largo  de la  prueba.
El  teorema  6.2  no  es  realmente  el  resultado  que  buscábamos,  pero  casi;
nuestro  objetivo  es un  teorema  de transversalidad  para  “cuasi-estratificaciones”
8G  de  JEk  (realmente  lo  que  tiene  que  ser  una  cuasi-estratificación  es
5  c  J’E,  el  pullback  de  SG).  El  motivo  de recurrir  al fibrado  JTEk  es no
tener  que  demostrar  la  amplitud  del fibrado  JEk.
Si  tenemos  una  estratificación  S’  en (J,Ek  la  manera  de definir transver
salidad  con respecto  a  una  distribución  TQ  de TM  es la  obvia;  simplemente
notamos  que para  el transporte  paralelo  usamos  la métrica  en JEk  inducida
por  la  de JTEk;  usando  además  trivializaciones  locales  de Ek,  cartas  aproxi
madamente  holomorfas  adaptadas  a  G y la correspondiente  métrica  euclídea,
obtenemos  identificaciones  locales para  TEk    y JE  
de  modo que  3’,m+l  =  +i  xCu;  es más,  hemos visto que la estratificación
5  de  3,m+l  también  aparece  como un  producto  de SG por  CU.  La  métrica
euclídea  es  comparable  a  k  y  a  la  inducida  en  .7Ek  (la  restricción  de  la
euclídea  a esta  última  subvariedad);  para  la  métrica  euclídea  transversalidad
estimada  de jk  a 5  es  exactamente  lo mismo que transversalidad  estimada
de  jr  a  5G•  La  consecuencia  de  todo  esto  es  el siguiente  resultado.
Corolario  6.3.  Sea Ek  una sucesión  muy amplia  de fibrados  vectoriales her
mitianos  localmente  escindibles  sobre  la  variedad  casi-compleja  polarizada
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(M,J,G,g)  de  dimensión  par,  y  sea  Q una  subvariedad  compacta  de  M.
Consideremos  8  =  (S)aEAk  una sucesión  de  estratificaciones  de JEk  cuyo
puliback  a JTEk  es  una  sucesi6n  C”-A.H.  de  cuasi-estratificaciones  finitas
de  Whitney  (h    2).  Sea  6  una  constante  positiva.  Existen  una  constante
 >  Oy un n’úmero natural K  tal  que para cualquier  sucesión  Ch1A.H.(C)
‘r  de Ek,  es posible  encontrar una sucesión  C”-A.H.  crk de Ek  tal  que para
todo  k  mayor  que K,
(1)   IV(  cTk)Igk <6,j  =  O, ...,r+  h  (ak  es  Cr+hA.H.(8)).
(2)  3rGO.k es  ‘q-transversal a 8G  a  lo  largo de  Q (de las  direcciones  de
TQ  en  los puntos  de Q).
La  consecuencia  de  este  corolario  es  obvia.  Si partimos  de  (M,  w)  con
(Q, D)  subvariedad  (compacta)  calibrada  y  G  polarización  J.-compleja  ex
tendiendo  a  D  (igualmente  cuando  lo  que  tenemos  es  una  subvariedad  sim
pléctica),  suponemos  que SG proviene  de una  estratificación   de  .JJ3Ek —+(Q, D) mediante  la identificación  .JEk   JE  en los puntos  de Q. Es fácil
ver  que  transversalidad  estimada  a  8G  (que  requiere  el uso  de la  métrica  in
ducida  en  Q) es comparable  sobre  Q a la  definición dada  de  transversalidad
estimada  a  8G•  Por  tanto,  deducimos  transversalidad  estimada  de  (jTk)IQ
a  SG.  En  ausencia  de  curvatura  (por  ejemplo  cuando  trabajamos  con  las
proyectivizaciones)  o cuando  r  =  O —que son  las  circustancias  que  se  darán
para  todas  las  aplicaciones  que  vamos  a  enunciar— hay  una  identificación
aproximada  entre  (jTk)IQ   j(rkI&,  lo que  implica  transversalidad  de  la
última  sucesión  y  que  es  el  objetivo  final  de  la  teoría  relativa:  construir
sucesiones  A.H.  de  seccionescuya  restricción  a  la  subvariedad  tenga  buenas
propiedades  de  transversalidad  (y  posiblemente  también  la  propia  sucesión
dentro  de M).
6.1.  Prueba  del  teorema  principal
La  prueba sigue  las  mismas  líneas  que  la  dada  por  D.  Auroux  en  [4]
para  el  caso  par,  aunque  .con ciertas  complicaciones  técnicas  que  discutimos
a  continuación.
Definición  6.4.  Una familia  de propiedades  Pk(7),x)EM,,>o,k»o  de  sec
ciones  de Ek  se  denomina  local C’’-abierta  si  dada  una  sucesión  ‘r  C”
A.H.  cumpliendo  P(ii,x)  (h  dependerá  de  la propiedad  P),  para  cualquier
sucesión  de  secciones  CT_A.H,  Xk  tal  que  IV(Tk —  Xk)Igk    E,   =
O, ...,r+1,  Xk  satisface  P(rj—L€,x)  para k  mayor  que un  cierto K(CR),  con
L  >  O independiente  de rj, e, x  y  de las  sucesiones  de secciones.
Es  importante  hacer  notar  que  en  la  definición  anterior  solamente  las
derivadas  a  lo largo  de D  son tenidas  en cuenta.
Fijemos  una  sucesión  de  estratos  S  de Jj3Ek.  Una  sección  rk  satisface
°k(?7,  x)  si  o  bien  jrk(x)  se  encuentra  a  distancia  de  &S  menor  que  N1’rj
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y  en caso  de  que  corte  al  estrato  lo  hace  con  Lm(TDS,  TDTk)  > ,  O  bien
se  encuentra  a  distancia  de  8S  mayor  que  N2r  y es   transversal  a  S.  Los
coeficientes  N1  >  N  > O son constantes  (probablemente  muy  grandes)  de
pendientes  de .  El  coeficiente  N1  aparece  porque  en  puntos  cuya  distancia
al  borde  del estrato  es próxima  a N1i,  el radio de la bola  donde  la descripción
local  de la  estratificación  dada  en la  definición 5.2  es  válida,  es al  menos  ij.
Por  el  contrario  N2  puede  ser  elegido mayor  que  N1  —  1  y  simplemente  nos
permite  tener  una  región de  solapamiento  para  las dos nociones  de transver
salidad.  También  i  tiene  que  ser  suficientemente  pequeño  en  relación  a  las
constantes  (CD, C)  de Tk.
Definimos  transversalidad  uniforme  con  respecto  a  una  sucesión  de es
tratos  S  como  la  existencia  de un  cierto  i  >  O tal  que  Pk(x,  1])  se  cumple
para  todo  x y k  »  O (simplemente  hemos añadido  la noción  de transversali
dad  uniforme para  puntos  cercanos a la frontera  del estrato).  Si se prueba  que
Pk(x,  i)  —tal y como la acabamos  de definir para  una  sucesión  de estratos  S
de  una  estratificación— es una  propiedad  local C7’+abierta  (o simplemente
abierta),  al  llevar  a  cabo  perturbaciones  cuyo  tamaño  (en  las direcciones
de  D)  sea  una  fracción  de  i  mantendremos,  digamos,  -transversalidad  con
respecto  a  S  en todos  los  puntos  de M  para  la  nueva  sucesión.
Reordenamos  los  estratos  de  la  Sk  tal  que  para  cualquier  b,  5S  C
Ua<bS.  Para  probar  que Pk (x,  ij)  con respecto  a S  es una  propiedad  abierta
es  necesario  suponer  que  Pk (x,  c)  se  cumple  para  todos  los  estratos  prece
dentes,  donde  c  es  un  múltiplo  apropiado  de  i.  Necesitamos  asumir  esta
propiedad  para  poder  tratar  el caso de los  puntos  cercanos  a  la  frontera.
Es  importante  también  hacer  notar  que  una  vez se supone  la  transversa
lidad  con  respecto  a  los  estratos  de  índices  precedentes,  las  construcciones
(esencialmente  la  cantidad  de  transversalidad  que  vamos  a  obtener)  depen
derá  de  las  constantes  C  de  ‘rk (en  realidad  dependen  del  tamaño  de  la
primera  derivada  covariante  de jTk  cuya  cota  se  deduce  de  C+2).  Como
hemos  mencionado,  cuando  logramos  transversalidad  estimada  a  una  suce
sión  de estratos  la  cota  C  nos será  imposible  de  determinar.  Si  el número
de  estratos  es  mayor  que  dos,  habremos  de  repetir  la  construcción  para  las
nuevas  secciones;  al depender  la  cantidad  de transversalidad  que  lograremos
de  Cr+2, tampoco  podremos  acotarla  por  debajo  (veremos  que  la  excepción
se  da  para  O-jets).
Lema  6.5.  Sea  ‘rk una  sucesión  CT+hiA.H.(C))  para  la  que  P(x,c)  se
cumple  con  respecto a los  estratos precedentes  a Sj  y  en  todos los puntos  de
M  (h > 2).  Entonces  si  i  es  suficientemente  pequeño  (dependiendo  también
de  Cr+2)  y  e  es  de  nuevo  pequeño  comparado  con  ,  Pk(x,q)  de  Tk  con
respecto  a S  es  una propiedad  local C’-abierta.
PRUEBA.  Nótese  que para  a  prueba  necesitamos  suponer  que la propiedad
que  perseguimos  se  cumple  para  los  estratos  precedentes.  Esto  no  supone
una  contradicción  porque  al  menos el primer  estrato  no  tiene  frontera  con lo
que  podemos  comenzar  la  inducción.
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Asumamos  que  -r  satisface  P(17, x)  (con  respecto  a  St).  Si  Xk  es  otra
sucesión  de  secciones  C’-A.H.(e,  Cr+i),  entonces  para  k  suficientemente
grande  Iixki  <  B1  y  VDjXkI  <  B1  (B1  tan  próximo  como  queramos  a
1).
Eligiendo  L suficientemente  grande  es posible  encontrar  nuevas constan
tes  N,  N  tal  que si y =  j(rk  +Xk)(X)  está  a distancia  de la  frontera  mayor
que  N(ij—Le),  la distancia  a la frontera  de q =  jrk(x)  es mayor  que N2?7 (la
distancia  en  el  espacio  total  de  .J’JEk  es comparable  a  la  distancia  respecto
a  la métrica  hermitiana  a lo largo  de las fibras).  También  si la distancia  para
y  es  menor  que  N(i  —  Lc),  la  correspondiente  para  q es  menor  que  N1i.
Tratemos  en  primer  lugar  el  caso  en  que  y,  q están  lejos  de  la  frontera.
Podemos  suponer  que  tanto  y  como  q  (y  los  correspondientes  subespacios
vectoriales  TDj(rk  + Xk)(x)  y TDjTk(x))  están  en el dominio  de una  carta
1-comparable,  producto  de  una  carta  coordenada  aproximadamente  holo
morfa  por  una  bola  en  la  fibra;  usamos  la  métrica  euclídea  o  y  su  trans
porte  paralelo  pues  en  esta  carta  es  comparable  al  de  la  métrica  fik.  Para
E  una  fracción  de   suficientemente  pequeña  y  k  suficientemente  grande,
ZI,I(TDj(Tk  +  Xk)(X),TDiTk(x))   B€,  donde  B2  no  depende  de  k,x.
El  motivo  es  que  el espacio  tangente  al  grafo  de cada  sección  (a lo  largo  de
D)  coincide  de  modo  aproximado  con  el  (r  +  1)-jet,  y la  diferencia  usando
VD  es  comparable  a  la  obtenida  usando  dD.  Igualmente  el  k-transporte
paralelo  de  TUS(y)  a  lo largo  del segmento  en  la  fibra  que  une  y  con q,  di
fiere  de él mismo  (usando  métrica  y transporte  paralelo  euclídeo para  medir)
en  una  cantidad  proporcional  a la  distancia.  Si esta  variación  es  suficiente
mente  pequeña  comparada  con  Lm(T1IS,  b), ocurre lo propio  con TS(y)
y  TjS(q).  Por  tanto,  para  e  suficientemente  pequeño  comparado  con  ij,
inferimos  P(  —  Le,  x)  para  Xk  Observamos  que  para  un  7) de  partida  su
ficientemente  pequeño  la  constante  ti  tal  que  se  puede  tomar  e  =  no
depende  de   (ni  de las cotas  de la  sección pues  de nuevo  hacemos  tender  la
parte  antiholomofa  a  cero  incrementando  k  adecuadamente).
La  segunda  posibilidad  es  que  q se  encuentre  a  distancia  de  la  frontera
inferior  a  N17).  Veremos  que  si esta  cantidad  está  elegida  adecuadamente,
un  punto  p E  S,  a  <  b, a  distancia  de q menor  de la  citada  nunca  podrá  rio
pertenecer  aproximadamente  a ese. Por tanto  podremos  aplicar  la  condición
de  Whitney.
Si  Tk  es  una  sección  C  TA.H.(CD,C),  para  cualquier  x  E  M  y  q
2brk  (x),  existen  constantes  positivas  Pi, P2 tal  que  (Bgk  (x, pi))  C  B  (q, P2)
(recordamos  que jrk  es C’-A.H.(  ,C)); la elección de constantes  depende
deC.
Sea  p  E  Bk  (q, P2)  y  sea  su  proyección  sobre  M  el  punto  x’.  Llamemos
p  —  q’ =  j’rk(x’).  Existen  unos  coeficientes  únicos  13i tal  que  q’ =  í3IVk,x,I.
Por  la  linealidad  de los jets  j  (k  + /31r1)  (x’)  =  p.  Escogemos P2 de  modo
que  el tamaño  de estos coeficientes sea una  pequeña  fracción  de la cantidad  de
transversalidad  a  de jrk  en x.  Queremos  demostrar  que  a-transversalidad
de   en  q  (la  imagen  de  x)  implica  a  —  B3dk  (p, q)  transversalidad  de
i?jj(rk  + ¡3irg,1)  en p  (la imagen  de x’), lo que  contradiría,  para  una  elección
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de  P2  adecuada,  la no  pertenencia  aproximada  de p  a ese. Simplemente ob
servamos  que  tenemos  que  demostrar  una  relación  similar  para  la  variación
de  TS(q)  a  TS(p)  y  la  de  TDjrk(x)  a  TDj(Tk  +  fiIT1)(x’)  (me
dida  por  ejemplo  en las  cartas  producto  anteriormente  citadas  con  métrica
euclídea  y su  transporte  paralelo).  La  primera  relación  ya  está. probada;  en
cuanto  a  la  segunda,  usamos  la  desigualdad  triangular  comparando  primero
TDjrk(x)  con TDjTk(x’),  y luego éste  ultimo  con TDj(rk  + fiir1)(x’).
Esta  última  comparación  se  sigue  del  tamaño  de  los  coeficientes  /3 (es  la
misma  situación  que  ya  hemos  probado  para  puntos  lejanos  a  la  frontera
del  estrato);  para  la  primera  usamos  la  cota  en  VVDYk  que  controla  la
variación  de TDjTk  (de modo  aproximado,  pues  D  es no  integrable).
Se  elige N1r1 menor  que p2.  En  particular  el punto  p  está  lejos de la fron
tera  de S  c 8S,  es decir,  pertenece  a la  región de S  donde  la  condición de
Whitney  se cumple.  En esta  situación  existe  un  p>  O tal  que  para  cualquier
y  E Bk(p,r)  fl S,  LM(T1lS(y),TS(y))  <B4p,  donde  tanto  p como B4 no
dependen  ni de  k  ni  dey.  Las cantidades  /m(3,T  S),Zm(13,THS)  están
acotadas  inferiormente.  Esto  supone  que  /M(TjjS(q),  TDS(q))  <  B5p,
y  por  tanto  la  existencia  de  una  pequeña  constante   >  O tal  que  para
todo  a  > O suficientemente  pequeño,  a-transversalidad  de jrk  a S  implica
-transversalidad  a  S  en  el entorno  de radio  p,ç2.
De  nuevo  imponemos  que Ni?7 sea  a lo sumo  un  medio de  min(p2, P/2)  y
esto  concluye la  prueba.                                        E
Observación  6.6:  Nótese  que en el proceso  de inducción  la  cantidad  de trans
versalidad  obtenida  en los puntos  cercanos  a la  frontera  no  se usa  para  nada;
ahí,  la constante  C+2  es importante  a la hora  de elegir el tamaño  del entorno
de  0S  donde  se  deduce  -transversalidad  por  la  condición  de  Whitney.
Para  probar  el teorema  6.2, se define la propiedad  P(x,?7)  para  la sucesión
Cr+hA.H.(C)  ‘rk como ?7-transversalidad  en x  a S  de jrk  a  lo largo  de Q.
Se  prueba  de  modo  similar  que  esta  es  una  propiedad  local  C4-abierta
(la  definición  usa  toda  la  derivada  V  en  vez  de  la  VD  de  las  variedades
impares).  Simplemente  hay  que  asegurarse  de  que  IV’4xkIgk  <  e,  implica
VQjxkIgk <Le,  y que  IV2rkIgk  <C  da  lugar  a  una  cota  uniforme  para
1 VVQTkI. Ya hemos  visto  que de  una  Cr+Fcota  C,  se pasa a una  C1-cota
=  B’C  para jrk;  por  tanto  la primera  cuestión  es  obvia  y  la  segunda  se
consigue  usando  una  familia  de cartas  adaptadas  a TQ  x  TQ1  en los puntos
de  Q. Igualmente  notamos  que  si x  E  Q y jxk(x)  corta  a  S  a  lo  largo
de  TQ  con  ángulo  acotado  por  debajo,  entonces  pertenece  al  subconjunto
holónomo  transversal  Con estas  puntualizaciones  el argumento  anterior
funciona  para  Q.
Elijamos  ahora  una  constante  e1 tal  que para  cualesquiera  x,  E M  con
dk(x,x’)  <  c1  se  tenga  dk(rk(x),rk(x’))  <  .  La  constante  dependerá  de
(CD,  Cr+2).  Definimos  los  “puntos  buenos”  para  rk,  B,  como  el  conjunto
de  puntos  x  E M  tal  que  rk(x)  está  a  distancia  menor  que  2?7 de  los puntos
de  S  que  se  encuentran  a  distancia  de  aS  mayor  que  N2?7. La  propiedad
interesante  es  que si x  E 8,  entonces  Bg  (x,  e1) está  en una  región  donde  las
104         1. LA  GEOMETRÍA  DE  LAS VARIEDADES  CALIBRADAS
funciones  de  la  definición  5.2 están  disponibles.  También,  para  una  pertur
bación  Xk de tamaño  (a  lo largo  de D)  menor  que  ,  la  imagen  de Bgk(x,  ci)
mediante  j(rk  +  xk)  permanece  en  dicha  región.  Si  x   B,  tanto  
como  jrE(Tk  +  xk)  envían  la  bola  Bgk(x,cl)  fuera  del  conjunto  de  puntos  a
distancia  de  S  fl Bk(aS,  N2)  mayor  que  .  Resumiendo,  si x   13  y  Xk
es  de  tamaño  e  menor  que  ,  se  verifica  Pk(x’, i  —  Le)  para  Tk +  Xk  con
respecto  a  S  en todos  los puntos  x’  E Bg(X,Ci).  Por  tanto,  sólo tendremos
que  trabajar  para  lograr  transversalidad  en los puntos  de L3.
En  el  caso  relativo  podemos  encontrar  igualmente  una  constante  ci  con
propiedades  similares  y centrarnos  en  el correspondiente  conjunto  de puntos
buenós  B,  que  será  en los únicos  en los  que  tendremos  que  perturbar  para
lograr  transversalidad  estimada.
Proposición  6.7.  Sea P(j,  x)EM,0>o,k»0  una  familia  de propiedades  lo
cales  Cabiertas  de secciones  de  Ek.  Asumamos  que  existen  constantes
positivas  c, c’, c,” e,  tal  que para  cualquier  6 >  O y k  sucesión  de  secciones
CT+JzA.H.(CD)  de Ek  (Ji   2),  se pueden  encontrar para  cualquier  x  E M
secciones  Xk,x C>_A.H.  con  las siguientes  propiedades para  k  »  O:
(1)  Xk,x  es  C7h_A.H.(c6).
(2)  Las  secciones  Xk,x  tienen  decaimiento  gaussiano  con  respecto  a x
con  cotas para  todas  las derivadas,  de modo  que la  que  controla las
direcciones  de D  hasta  orden r + h  sólo depende  de la geometria  de
la  variedad  (en  particular  no  depende de  la sucesión  ek).
(3)  k  +  Xk,x  satisface  la propiedad P(’y, y) para todo y  E  Bgk (x,  c)  con
=  clog(8_i)—e.
Entonces  dado  cualquier  a  > O y  cualquier  sucesión  Tk  de  secciones  
AH.  de Ek,  existe  una  sucesión  crj, de secciones  tal  que para k
suficientemente  grande Tk—crk  es C>_hlA.H.(a),  y las secciones 5k  verifican
la  propiedad (y,  x),  para un  cierto i  uniforme,  y para  todo x  E M.
PRUEBA.  Véase  por  ejemplo  [50].
En  la  proposición  anterior  la  constante  c es uniforme  y  puede  ser  elegida
tan  pequeña  como  queramos;  para  nuestra  sucesión  ‘r  imponemos  que  c sea
menor  que Pi.  Para  cualquier  punto  x   B  seleccionamos como perturbación
la  sección  cero.  Así pues,  la  prueba  del  teorema  6.1  (resp.  6.2)  se  reduce  a
mostrar  la  existencia  de las  perturbaciones  Xk  para  los  puntos  en  B,  para
cualquier  sucesión  k  que  sea  CrA.H.  (resp.  CT+!zA.H.).
La  perturbación  local.  (Continuación  de  la  prueba  del teorema  principal).
Sea  x  un  punto  en  t  y  k  una  sucesión  de secciones  C”-A.H(C’)  verifi
cando   <  6, j  =  O,..., h, donde  8 <  .  De  ello se deduce
que  jk(Bgk  (x, ci))  se encuentra  en la  región donde  se  tiene  la  descripción
local  de la  estratificación  de  la  definición  5.2.  Por  la  condición  (3)  en  dicha
definición,  la  función  F  =  (fi  o  ...,  f  o i)  es
con  C1,0 una  constante  uniforme.  Por  el lema  5.9  y  para  ‘y >  O suficiente
mente  pequeña,  ‘y-transveisa1idad de  F  es equivalente  a  A’y-transversalidad
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de  jk,  donde  A  es una  constante  uniforme.  Si  se  elige ci  suficientemente
pequeña,  la bola  Bgk (x,  Ci)  estará  en el dominio  de coordenadas  aproximada
mente  holomorfas,  donde  disponemos  de la  base local jr1  del fibrado  de
r-jets;  trataremos  de perturbar  usando  elementos  de  esta  base  que  generan
las  direcciones  complementarias  al  estrato.
Reescalando  las  secciones,  podemos  asumir  que  TkrIICr+h    .  Siendo
más  precisos  es  importante  observar  que  la  función  a  perturbar  es  F,  y
por  tanto  lo  haremos  usando  una  base  adecuada  de  secciones  A.H.  de  C,
que  es  el  espacio  de llegada  de esta  función.  Para  cada  1,  la  función  e1 =
(df1(ik)ir,j,  ...,  dfp(jk)jbrI)  con valores en  es ChA.H.(C2,,
para  una  cierta  constante  uniforme  C2,.  Usando  la  condición  (1)  de  5.2,
y  tal  vez  haciendo  c1 más  pequeño,  se  concluye  la  existencia  de  números
complejos  )‘I,j,  i  =  1, ...,p,    <  1,  de  modo  que  para  las  funciones
=  e1 se tiene  que  Iei(x) A•••  A e()I  es comparable  a  una  base  uni
taria  de C  (porque  los correspondientes  r-jets  son  comparables  a  una  base
unitaria  del  ortogonal  a  ker df).  En  esta  base  F  =  ijB  +   donde
las  propiedades  de  F  y  de  las  e  implican  que   =  (pa,  ...,  ¡)  es
A.H.  sobre  esa  bola  (una  función  Ch1A.H.  con valores  en  en función  de
una  base  A.H.  tiene  coordenadas  ChA,H.).  Se  definen  las  perturbaciones
correspondientes  (k,x,i  =  Ii  )I,jTkI,  que  son  secciones de Ek.
Si  fuera  necesario  se  reescala  un  entorno  de  x  para  que  la  imagen  de
Bg(X,C1)  en  la  carta  adaptada  a  la  métrica  contenga  a  B+  x  [0,1],  donde
B  c  C  es la  bola  euclídea  de  radio  1.  Fijamos  también  un  c <  e1 tal  que
la  imagen  de Bgk  (x,  c)  está  contenida  en B112 c C  x  III, la  bola  euclídea  en
C  x Il de radio  .  Hacemos  puliback  de ,  a la carta  para  obtener  una función
/í:  C  x  Il  —*  CP,  a  la  que  podemos  aplicar  el  resultado  de transversalidad
local  que  extiende  al  de  S. Donaldson  para  funciones  A.H.  de C  a  C,  cuya
prueba  posponemos  hasta  el final  de  la  sección.
ProposiciÓn  6.8.  Sea  F:  B  x  [0,11 —  CP,  O <  5  una  constante  y
a  =  5(log(r’),  donde  e  es  un  entero fijo  adecuado  dependiendo  sólo  de
las  dimensiones  n,p.  Asumamos  que para  cada s  E  [0, 1],  F3  satisface  las
siguientes  estimaciones  en  B+:
1F81   1, !F3I   a,  V9F5  <a
Entonces  existe  una  curva  diferenciable  w:  [0, 11 —*  C  tal  que 1w! <  5  y
la  función  F  —  w  es a-transversal  a O sobre B112 a lo largo de las direcciones
de  C’2.  Es  más,  si  lV0F/asI  <  C  para  todo j  E  N,  se  puede  escoger
w  de  modo  que  Idw/dsI  <  (5),  para  todo j  E  N  y  d3w/ds3(0)  =  O y
diw/ds(1)  =  O para  todo j  E N,  donde   es  una función  que  sólo depende
de  las dimensiones  n,p.
En  la  proposición  6.8 las  normas  se  computan  respecto  a  la  métrica  eu
clídea,  la  derivada  covariante  es  la  asociada  a  ésta  (es  decir,  derivadas  par
ciales  usuales),  y  la  estructura  casi-compleja  es  Jo.
Podemos  aplicar  esta  proposición  una  vez que k sea suficientemente  grande
(y  posiblemente  después  de reescalar),  pues por  ejemplo usando  los resultados
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del  lema  3.27 sabemos  que  la holomorfía  aproximada  de  la  función  equivale
a  la  holomorfía  aproximada  de la  misma  pero  usando  los  elementos  planos
de  la  carta  adaptada,  es decir,  Dh,  JO, 90  (y las  cotas,  al menos  para  órdenes
finitos,  son proporcionales  si k  se escoge suficientemente  grande).
En  consecuencia  podemos  encontrar  una  curva en C,  (w1, ...,  w),  tal  que
—  w  sea  ‘y-transversal  a  O sobre  B112. Esto  supone  la  A1’y transversalidad
de   —  w  a  O sobre  Bgk(x,cl),  para  un  A1  uniforme,  y  por  tanto  que  F  —
wie1  —«  —  es  A2’y-transversal a  O sobre  la  misma  bola.
Es  importante  resaltar  que  hemos  obtenido  es  una  solución  para  el  pro
blema  de transversalidad  en el fibrado  de r-jets,  pero  lo que  buscamos  es una
solución  al  problema  de transversalidad  fuerte,  esto  es, una  perturbación  que
sea  el  r-jet  de  una  sucesión  de secciones  de Ek.  El  candidato  natural  es  la
sucesión
Xk,x  =  (W1k,x,1  +..•  +  Wpk,x,p).
Es  evidente  que  Xk,x  es una  sucesión A.H. con  decaimiento  gaussiano  con
respecto  a  r.  Para  probar  que  hasta  orden  r + h las  constantes  gobernando
las  derivadas  y  el  decaimiento  gaussiano  a lo  largo  de  D  son comparables  a
es  necesario  que  las derivadas  en esas direcciones  de  las funciones  w  sean
nulas  o  nulas  en  el  sentido  aproximado.  Por  construcción,  y  a  diferencia
del  caso  par  en  el  que  estas  funciones  son  constantes,  estas  derivadas  no
se  anulan.  En  las  correspondientes  coordenadas  A.H.  son  constantes  a  lo
largo  de  Dh.  Como  tenemos  cotas uniformes  en  las  componentes  verticales
podemos  concluir  que  las  derivadas  a  lo  largo  de  D  son  aproximadamente
nulas.  La  sutileza  radica  en  que  si  hubiésemos  trabajado  con  sucesiones
Cr+h,  habríamos  podido  inferir  cotas  uniformes  para  las  derivadas  de  w
hasta  orden  h; pero  para  continuar  el  proceso inductivo  necesitamos  control
de  orden  r + h  (de  orden  h  para  los r-jets).  Este  es el  motivo  preciso  para
haber  introducido  las sucesiones  
En  lo relativo  a la  transversalidad  si llamamos
=(floik+xk),...,fp°ik+xk)),
es  suficiente  una  cota  para  V(J.  —  (h  —  w1e1 —  ...  —  WPeP)19k,  j  =  o, i,
de  tamaño  A2  para  obtener  A2-transversalidad  para  k  +  Xk•  Nótese  que
la  diferencia  entre  ambas  funciones  proviene  del  hecho de  que  cuando  com
ponemos  con  f  y perturbamos  linealmente,  la  correspondiente  perturbación
no  es  lineal  en  las  fibras  de  9]5Ek.  En  otras  palabras,  en  cartas  con  la  fo
liación  ker df  rectificada  las fibras  de  3bEk  no  son espacios  vectoriales.  En
cualquier  caso,  la  falta  de linealidad  está  controlada  por  la  segunda  derivada
de  f.  Siendo más  precisos,
—                            —1/2           —1/2 2
F=F—Wlel—•.—wPeP+o(ck  )+O((8+ck  ) ),
por  las cotas  en las segundas derivadas  de las f  y por  el hecho de que 
(w&  +  + ne)  es de tamaño  O(c’2).  La observación  importante  es
o            —      —1/2           —1/22que  no  solo  obtenemos  C  -control  de  tamano  O(ck  ) + O((8  + ck  ) ),
sino  también  para  las  derivadas  a  lo  largo  de  D.  Debido  a  la  fórmula  de
-y  en  función  de  ,  si  8  es suficientemente  pequeño  este  último  término  de
orden  cuadrático  en  8  es  mucho  más  pequeño  que  A2’y  El  resultado  es
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A3y-transversalidad  para  fr sobre Bgk (x, c),  lo  que  equivale  a  A4y-  trans
versalidad  de  jk  a  S  sobre  la  citada  bola.  Por  tanto,  k  +  Xk  satisface
P(A45log(5’)),y)  para  todo  y  E B9k(x,c),  y  esto  completa  la  prueba  del
teorema  6.1.                                                 D
La  prueba  del  teorema  6.2  es  la  misma  pero  con  dos  modificaciones.
La  primera  es  que  podemos  generar  las  direcciones  complementarias  a  la
distribución  ker df  usando  los T-jets  a  lo largo  de  G, ya  que  el estrato  es  por
hipótesis  el  pullback  de  una  subvariedad  de  JEk  mediante  la  proyección
ortogonal  .TEk  —  7Ek.  La  segunda  es  el  resultado  de  J.  P.  Mohsen
de  transversalidad  local  relativa  a  una  subvariedad  Q (ver la  sección  5  de
[43]).  Como en dicho resultado  la  perturbación  es  una  combinación  lineal  de
las  secciones r19  podemos  usar  secciones C’’-A.H.  Además,  la  cantidad
final  de  transversalidad  sólo  dependerá  de  la  geometría  de  la  variedad  y  la
estratificación  y de la  cota  controlando  las derivadas  de orden  menor  o igual
que  r + h.
Demostración  del  teorema  de  transversalidad  local. (Proposición  6.8).
La  prueba  es una  modificación  menor  de la  proposición  5.1 en  [50], que a su
vez  es  una  extensión  de  la  demostración  del  lema  11 en  [32],  que  de  nuevo
es  una  pequeña  generalización  de la  proposición  3 en  [2] y de  la  proposición
25  en [12].
Para  la  función  F8: C  —+  C  se  define  U(FS, w, 6, a)  como  la  imagen
en  B(O, 6) de  los  puntos  en  B’  =  B(O, )  C C  para  los  que  F  —  w8  es
a-transversal  a  cero  (aquí  nos referimos  a transversalidad  de  F3 en todas  las
direcciones,  que  son las de  Dh).
El  punto  clave es demostrar  que U(F3, w, 6, a)  contiene al complementario
de  un  conjunto  W  que es  unión  de un  determinado  número  de bolas de radio
a  mayorado  por  N(6).  Asumiendo  dicho resultado,  para  un  par  de puntos  x,
y  en el complementario  se considera  una  curva definida  del modo  siguiente:  el
segmento  [x, y] corta  a 0W  en a  lo sumo  2N  puntos.  Los trozos  de segmento
en  el  interior  de  W  son  reemplazados  por  curvas  diferenciables  a  trozos,
resultado  de empalmar  geodésicas  en las porciones  de esferas que  conforman
dicha  frontera.  Por  último  perturbamos  adecuadamente  la  curva  w0 a otra
w1  diferenciable.
La  prueba  de  que  es  posible  encontrar  una  curva  w1 con  su  derivadas
de  orden  i  acotadas  en términos  de  una  función  (6)  es  como  sigue:  cada
pedazo  diferenciable  de wO es o bien un  segmento  o bien un  trozo  de geodésica
en  la  correspondiente  esfera.  Luego todas  las  derivadas  de  cada  uno  están
acotadas  en  términos  de  a,  y por  tanto  de  5,  siempre  que  tengan  longitud
acotada  inferiormente  por  una  fracción  de  6.  Para  hacer  la  función  diferen
ciable  multiplicaremos  por  una  función de corte  en cada  unión.  La función de
corte  será  fija,  y tan  solo variará  por  el reescalamiento  elegido.  Si  podemos
utilizar  en  ambos  lados de  la  unión  un  trozo  de  curva  con  longitud  acotada
inferiormente  por  una  fracción  de a,  habremos  probado  el  resultado  deseado.
Lo  único que  necesitamos  hacer  es tomar  las bolas  que conforman  W con
un  poco  de  cuidado.  En  realidad  tomaremos  un  recubrimiento  de  la  bola
de  radio  8  por  bolas  de radio  a.  Tal  y  como hemos  venido  haciendo  hasta
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ahora,  dado  que buscamos  ciertas  constantes  uniformes  en 8 y a  tomaremos
el  recubrimiento  para  a  =  1  y luego reescalaremos.
Para  este  valor de a  consideramos  el recubrimiento  por  bolas de un  cierto
radio  p  centradas  en los  puntos  de la  retícula  entera.  El  radio  p  se  elige de
modo  que:
(1)  p>  ,  con  lo  que  obtenemos  un  recubrimiento.
(2)  Las intersecciones  de las esferas siempre  ocurren  en posición general.
Recubriremos  C2 para  que  al contraer  la  construcción  multiplicando  por
un  a  arbitrario  todavía  obtengamos  un  recubrimiento  de  la  bola  de radio  8.
Aunque  tengamos  un  número  infinito de bolas  la invariancia  por  traslaciones
implica  que  la  condición  de  tener  intersecciones  en  posición  general  tiene
que  ser  comprobada  tan  sólo  en  un  número  finito  de  ellas,  de  lo  que  se
desprende  la  existencia  de  p  con  las propiedades  requeridas.  La  propiedad
que  es  importante  para  nosotros  es  que  la  esfera  S1,  frontera  de  cada
bola,  queda  dividida  en  regiones  con  la  siguiente  propiedad:  cada  región  R
tiene  su  frontera  0R  estratificada  con  estratos  de  dimensión  máxima  8R..
Para  cada  r  >  O definimos  8Ri,r  como  los  puntos  en  a  distancia  de
su  frontera  mayor  que  r  (la  unión  de  la  frontera  es  la  unión  del  resto  de
los  estratos).  Es  posible  encontrar  un  ro  tal  que  para  cualesquiera  puntos
 E  0Rj,  y  E 9R i,ro ,j   ,  podemos  encontrar  una  geodésica  a  trozos  cuya
longitud  total  está  acotada  superiormente  y  la  de  cada  trozo  diferenciable
inferiormente.  De  nuevo  esto  es  una  consecuencia  de  que  basta  comprobar
la  afirmación  para  un  número  finito  de bolas  del recubrimiento.
Dados  6 y  a  arbitrarios,  reescalamos  la  construcción  de  modo  que  p  se
convierte  en a  y nos quedamos  con  las bolas intersecando  la  bola  de radio  8.
W  se define  como la  unión  de las bolas  que  intersecan  al complementario  de
la  imagen  de  U(F3,w,8,a).  Por  los  resultados  por  ejemplo  del  lema  11 en
[32],  sabemos  que el número  de bolas de W  está  acotado  por  un  cierto  N(6).
Comprobamos  que  dos puntos  en 8W  pueden  ser unidos  por una  curva hecha
de  trozos  de  geodésicas,  de  modo que  el número  de trozos  está  acotado  por
un  múltiplo  del  número  de  bolas  N,  y  cada  trozo  tiene  longitud  acotada
inferiormente  por  ba,  con  b independiente  de  a.  Si  el  punto  inicial  o  final
están  demasiado  cerca de la frontera  de la correspondiente  región de la  esfera
podemos  alejarnos  de ésta  lo suficiente  y luego volver,  para  lo  que basta  con
incrementar  el número  N(6)  que acota  el número  de “trozos diferenciables”  de
la  curva  a  N + 2.  En  cuanto  a  los segmentos,  aquellos  que no  son ni el  inicial
ni  el final,  si conectan  bolas  con intersección  luego su  distancia  está  acotada
por  debajo  por  un  múltiplo  de a;  si no,  lo cambiamos  por  un  segmento  que
va  del  punto  inicia  al centro  de la  bola  (que contiene  al  segmento  y  no  está
en  W)  y otro  del centro  al punto  final.  Para  los segmentos  inicial  y final  nos
alejamos  hacia  el  centro  de  la  bola  si los  puntos  están  demasiado  cerca  de
8W  y volvemos  mediante  otro  segmento  al punto  de  intersección  con 8W.
Simplemente  recordamos  que la curva final w se construye  tomando  cortes
C7  x  {.s} c  C  x  [0, 1],  construyendo  ahí  curvas  Wq  como  las  descritas  y
conectando  con segmentos  verticales.  Como la  longitud  de dichos segmentos
está  acotada  inferiormente  adecuadamente,  la  perturbación  anterior  usando
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funciones  de  cortes  en las  uniones  da  una  curva  w  con  las cotas  requeridas.
LI
7.  APLICACIONES
Pasamos  a  probar  los resultados  enunciados  en  la  introducción.
PRUEBA  DEL  TEOREMA  1.5.  Consideramos  una  situación  un  poco  más
general  que  la  del enunciado  del teorema  1.5.  Partimos  de Ek  —* (M,  D,  J, g)
una  sucesión  muy  amplia  de  fibrados  hermitianos  localmente  escindibles  de
rango  m.  Nótese  que para  una  variedad  calibrada  de tipo  entero  una  sucesión
tal  sería  por  ejemplo  cm ® L®k.
Dado  un  punto  cualquiera  x,  la construcción  de una  subvariedad  pasando
por  x  y  de  codimensión  real  2m  es  como  sigue  (véase  [38]).  Es  necesario
seleccionar  secciones  de referencia  “adaptadas  a  x”.  Como  queremos  que  la
subvariedad  pase  por  x,  en  coordenadas  adaptadas  a  la  métrica  podemos
tomar  las secciones   j  =  1, ...,  m   n  y  considerar  su  suma  directa,
que  será  una  sección  de  Ek.  Esta  sucesión  de  secciones A.H.  se  anula  en  x
y  es  uniformemente  transversal  en  una  bola  de  9k-radio  fijo centrada  en  x.
En  el  proceso  de  globalización  empezamos  por  estas  bolas  y  no  aplicamos
perturbación  alguna.  La cuestión  es no alterar  lo que ocurre  en x al perturbar
en  otros  puntos.  Nos  interesan  esencialmente  aquellos  a  distancia  menor
que  0(c”6)  pues  este  es  el  tamaño  del  soporte  de  nuestras  secciones  de
referencia.  Si y es un punto  de éstos, multiplicamos  las secciones de referencia
por  una  función   que  sea  J-compleja  en  y,  se  anule  en  x,  esté
acotada  por  debajo  en  una  bola  centrada  en  y  de 9k-radio  fijo y  tenga  sus
derivadas  acotadas  por  arriba.  De este  modo,  al  multiplicarla  por  la  sección
de  referencia  seguimos teniendo  una  sección A.H.  con decaimiento  gaussiano
con  respecto  a y y que localiza nuestro  problema  en una  bola  de 9k-radio fijo.
Siempre  que  la  distancia  entre  x  e  y esté  acotada  inferiormente,  la  elección
de   con  las  citadas  propiedades  es  posible.  Esto  lo podemos  lograr  pues
sólo  tenemos  que  perturbar  en puntos  a una  determinada  9k-distancia  de x
(pues  en  una  pequeña  9k-bola  de radio  0(1)  la  elección  inicial  de  secciones
nos  da  transversalidad  uniforme).
Por  tanto,  es  posible  encontrar  una  sucesión  de  secciones  A.H.  Tk  de
Ek  uniformemente  transversales  a  O ‘y anulándose  en  x  (como estamos  con
O-jets  basta  que  la  sucesión  sea  C2-A.H.).  Denotemos  mediante  Wk  a  las
subvariedades  r(O)  (para  k suficientemente  grande  son subvariedades),  que
son  uniformemente  transversales  a  D  (corolario  5.12)  y  aproximadamente
casi-complejas.
Para  estudiar  su  topología  procedemos  como en  el caso  simpléctico  y  de
contacto  (véase  [12, 32J).
Se  considera  la  función  fk  =  log 1rk12: M  —  Wk  —* Ift, una  función  de
Morse  que  nos dará  una  construcción  por  cirugía  de M  a partir  de  Wk.
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Para  finalizar  la  prueba  del teorema  basta  con  probar  que  efectivamente
los  puntos  críticos  de fk  son aislados  (función de Morse), y su índice  es mayor
que  ri — rn.
Es  claro  que  fk tiende a  —oc cuando  nos  acercamos  a  Wk,  y  además  si
x  es un  punto  crítico  necesariamente  lrk(x)I  >  ?7, donde  rj es  la  cantidad  de
transversalidad  uniforme.
En  efecto, si el punto  crítico  tomase  valor en el entorno  tubular  donde hay
i-transversalidad,  por  ser  VDTJC_sobreyectiva se  podría  encontrar  un  vector
y  e D  de modo  que  VTk(x) =  Tk(x).
Siendo
dfk =  _-2((Vrk,Tk)  +  (Tk,VTk)),
la  derivada  df kv (x)  no  se  anularía  contradiciendo  la  existencia  de un  punto
crítico  en  x  para  fk.
—     —1/2En  particular  podemos  hacer  una  perturbacion  de ‘rj de tamano  O(ck
fuera  de un  entorno  de Wk  de 9k-radio  0(1)  (pues  sabemos  que  son puntos
regulares  para  fk),  de  modo  la  nueva  fk  es  de  Morse.  Hacemos  notar  que
la  condición  de Morse  es automática  para  las direcciones  de  D,  pero  que  en
principio  los  puntos  críticos  de fk  podrían  venir en  familias uniparamétricas
trasnversales  a  D.
Atendiendo  a la  ecuación  anterior  es  evidente  que
5fk  =  -2((0rk,rk)  +  (Tk,aTk)).              (7.9)
Como  en el punto  crítico  todas  las componentes  de la derivada  se  anulan,
usando  7.9 se  tiene  la  siguiente  igualdad  en  x,
I(9rk,Tk)i =  I(rk,8Tk)I,                 (7.10)
cuya  importancia  reside en el hecho de que  conocemos  el tamaño  de la  parte
de  la  derecha.
Si  derivamos  7.9 y evaluamos  en x,  se  tiene:
Mfk  =  2((Tk,Tk)_(0Tk,3Tk)+(0Tk,&Tk)+(Tk,3aTk)).  (7.11)
Recordamos  que  seguirnos  usando  la  métrica   Teniendo  en  cuenta
la  igualdad  aproximada  03  +  80   FJ’  y  las  estimaciones  para  las partes
antiholomorfas,  podemos  transformar  7.11 en
aafk  =  (F”Tk,  Tk)  —  (OTk,  OTk)  +  O(c2).         (7.12)
Como  sabemos  que la  norma  de Tk  está  acotada  inferiormente  en el punto
crítico,  al  ser  F’1  la  curvatura  de  un  fibrado  localmente  escindible  se  tiene
que  para  todo  vector  u  E  D  de  g-norma  uniformemente  acotada  inferior
mente,  (FL”(u,Ju)rk,rk) =  0(1).
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Consideremos  el  subespacio  H  de  D  constituido  por  los  vectores  que
son  enviados  por  Ofk(x)  a  la recta  compleja  en  la  fibra  de  Ek generada por
Tk•  Claramente  H  es complejo  y su  dimensión  real  es al  menos  2n —  2m  + 2.
SiuEH,                         -
l’rkllaU-rkl =  l(’9urk,rk)l  =  l(Tk,0Tk)l,
luego  laJHTkl =  O(c”2)  y en consecuencia sobre  este subespacio  el término
dominante  del  lado  derecho  de  7.12 es  (Fjj’1Tk,Tk).
Teniendo  en cuenta  que  el Hessiano Hfk  restringido  a D verifica Hfk (u) +
Hfk  (Ju)  =  —2i9afk(U,  Ju),  sobre  H  será  necesariamente  negativo.
Supongamos  ahora  que  el índice  del Hessiano fuese menor  que  n —  m  —  1.
Ello  supondría  la  existencia  de  un  subespacio  V  C  D  de  dimensión  real
al  menos  n  + m  en  el  que  Hfk  sería  no  negativo.  Necesariamente  V  fl  JV
tendría  dimensión  al  menos  2m,  pero  esto  contradiría  el  hecho  de  que  sea
negativo  sobre  H,  pues  la  intersección  (V  fl  JV)  fl  H  sería  no nula.
Usando  un  argumento  clásico de teoría  de Morse  se infieren  los resultados
relativos  a  los  grupos  de  homotopía  y  homología.
D
Observación  7.1: Nótese  que  la  perturbación  que  hemos  hecho  de  Tk  para
que  fk  sea  una  función  de  Morse  no  afecta  a  sus  ceros,  lo  cual  quiere  decir
que  los resultados  topológicos  son para  la  topología  relativa  de  (M, Wk).
El  siguiente  teorema  que  queremos  probar  es el relativo  a la  existencia  de
variedades  determinantales,  que sigue siendo  un  problema  de transversalidad
para  O-jets  (fibrados  Ek),  pero  ya  no  con  respecto  a  la  sección  O sino  con
respecto  a  una  sucesión  no  trivial  de  estratificaciones  A.H.
PRUEBA  DE  LA  PROPOSICIÓN  1.6.  Al igual que en el caso anterior,  pode
mos  comenzar  con Lk  —* (M,  D,  J, g)  una  sucesión  de fibrados  de línea  muy
amplia  sobre  una  variedad  casi-compleja.  Si partimos  de una  variedad  cali
brada  de tipo  entero  Lk  será  por  ejemplo  L®k, la  sucesión  de potencias  del
fibrado  precuantizable.
Sean  E,  F  fibrados  hermitianos  vectoriales  con  conexión y  consideremos
la  sucesión  ‘k  E*  ® F  0  Lk.  En  el  espacio  total  de  ‘k  consideramos  la
sucesión  de  estratificaciones  Sk  cuyos estratos  son  S  =  {A  E  ‘Kl  rk(A)  =
i},  donde  A  E  End(E,  F  O Lk)  y rk(A)  es su  rango.
Aplicando  el  lema  5.14  se  infiere  que  S  es  una  sucesión  de  estratifica
ciones  A.H.  Por  tanto  aplicando  el  teorema  6.1  se  deduce  la  existencia  de
sucesiones  de  secciones A.H.  ‘rk de  ‘k  uniformemente  transversales  a S.
Así,  para  k  suficientemente  grande  M  está  estratificada  por  las subvarie
dades  S  =  {x  E Ml  rk(rk(x))  =  i},  que  son  uniformemente  transversales
a  D  y  aproximadamente  casi-complejas.
Si  partimos  de una  variedad  calibrada  compacta  de tipo  entero,  la  estra
tificación  anterior  es  por  subvariedades  calibradas.
E
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Teorema  7.2.  Sea Lk  una  sucesión  muy  amplia  de fibrados  de  línea  sobre
(M,D,  J,g)  y sea Ek  =  Cm®Lk.  Cualquier sucesión  de secciones A.H.  de Ek
admite  una perturbación  arbitrariamente  pequeña (en  el sentido  de sucesiones
C.+h  6  CT+hA.H.,  según  se  utilice  la  teoría  intrínseca  o la  relativa),  tal
que  la sucesión  resultante  de sus  pro yectivizaciones  k:  M  —  Ak  —+ C1P’  es
r-genérica  (Ak  subvariedad  de puntos  base de codimesión  real 2m +  2).
PRUEBA.  La  prueba  no  es  más  que  la  aplicación  del  teorema  de  trans
versalidad  fuerte  a  la  estratificación  de T-B-A.                      D
En  este  punto  es  necesario  observar  que  la  situación  no  es  tan  buena
como  en  el  caso  par.  La  descripción  de  las  sucesiones  de  funciones  A.H.
cerca  de los  diferentes  lugares  de degeneración  (los estratos  inducidos  por  la
estratificación  de T-B-A)  tiene  complicaciones  añadidas.
En  primer  lugar,  y al  igual  que  en  el caso  par,  para  obtener  formas  nor
males  es  necesario  perturbar  las funciones  para  que  sean  holomorfas  en  los
lugares  de degeneración,  ya que  de lo contrario  la  holomorfí a  aproximada  no
es  significativa  por  ser la  parte  holomorfa  nula  (o más  generalmente  degene
rada).  En  el  caso  impar  tenemos  que  contar  con  el  hecho  de  que  hay  una
dirección  no  holomorfa  que no  controlamos.  Lo más  que  podremos  hacer  por
lo  tanto  será  aplicar  teoremas  de genericidad  usuales  a  esta  dirección,  lo  que
en  determinadas  circunstancias  nos  permitirá  determinar  hasta  cierto  punto
la  expresión  de  la  aplicación  en  coordenadas  adecuadas.
Un  caso en que se da esta  situación  es cuando  el espacio de llegada  tiene la
suficiente  dimensión  como para  que la  aplicación  genérica  sea  una  inmersión
sin  autointersecciones,  tal  y  como ocurre  en  el  corolario  1.8, que  pasamos  a
probar.
PRUEBA  DEL  COROLARIO  1.8.  Más generalmente  partimos  de una  suce
sión  muy  amplia  de fibrados  de  línea  Lk  sobre  (M, D,  J, g),  y  se  considera
donde  rn>n+2.
Aplicamos  el teorema  6.1  ó 6.2 a  la  estratificación  de T-B-A  de JEk  —*
(M,D,J,g)  (resp.  JEk  —* (M  x[—e,c],J,G,g)  con  G =  D  ya  lo largo  de
Q  =  M  x  {O})), para  obtener  aplicaciones  k  1-genéricas.  Por  como  se ha
elegido  m,  el conjunto  de puntos  base  y puntos  en los que  8q  no  es inyectiva
son  vacíos.  Es  evidente  que  por  construcción  c/[wFs]  =  [wkl.
Por  último,  la  elección de  m  permite  perturbar  la  sección  ‘r  e F(Ek)  de
modo  que  1k  sea  una  inmersión  sin  autointersecciones.  Es  más,  escogiendo
la  perturbación  de  tamaño  O(c”2)  ninguna  de  las  propiedades  previas  se
pierden  (seguimos teniendo  una  sucesión  de secciones A.H.  1-genérica).  D
Finalizamos  este  apartado  comentando  que  es  posible  lograr  transversa
lidad  estimada  a  un  número  finito  de  estratificaciones  del  mismo  fibrado.
Por  ejemplo,  podemos  obtener  el  resultado  de  genericidad  necesario  para
definir  inmersiones  transversas  a  un  número  finito  de  subvariedades  com
plejas  (regulares)  de  CIF  y  más  generalmente  el  análogo  a  las  foliaciones
de  codimensión  1 para  variedades  simplécticas  [91. En el  primer  caso  hay
que  considerar  para  cada  subvariedad  la  estratificación  J(M,  ClP)  cuyo
único  estrato  está  definido por  los  1-jets cuya  componente  de  grado  O es un
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punto  de la subvariedad;  a continuación  se  levanta  a una  estratificación  S’ de
.1TJJEk (no importa  la  estructura  cerca  de Zk  pues  la  transversalidad  a  estos
estratos  implica  que  la  sucesión  permanece  lejos  de ellos).  De  este  modo se
define  otra  estratificación  de JEk  que  resulta  ser  trivialmente  A.H.  por ser
las  aplicaciones  entre  las sucesiones de fibrados  involucradas  en los pullbacks
aproximadamente  holomorfas  (ésta  es siempre  la propiedad  delicada;  el resto
son  evidentes).
Cualquier  sucesión  de  secciones  A.H.  de  Ek  que  sea  1-genérica  y  uni
formemente  transversal  a  S’,  una  vez perturbada  para  dar  inmersiones  en
el  proyectivo  sin  autointersecciones,  dará  lugar  a  aplicaciones  /k  uniforme
mente  transversales  a  lo largo  de D  a  la  correspondiente  subvariedad.
Recordemos  que  una  foliación  holomorfa  de  codimesión  1 de C1F  viene
dada  por   una  sección holomorfa  de T*l,OClpm®L  donde L  es un  fibrado de
línea  holomorfo.  Definimos  en  ¿7  (M,  ClPm) el  subconjunto  IF’S’ de  puntos
enviados  a la  sección  O mediante  w:  b(M,  CP)  —÷ L.  Se pude  considerar
una  partición  del mismo en  estratos  correspondientes  a las subvariedades  del
conjunto  singular  de w  y  en  el complementario  a  éstos.  Se comprueba  que
transversalidad  uniforme  a  los primeros  implica  transversalidad  uniforme  al
último  estrato  en  un  entorno  tubular  de  los  primeros  [9]  (una  especie  de
condición  de Whitney).
De  este  modo —y para  k  »  O— 4  define tras  una  pequeña  modificación
adecuada  una  sucesión  de  foliaciones calibradas  (singulares).  Básicamente
esta  perturbación  es para  obtener  formas  normales  en los  ceros  de w(jj4k)
correspondientes  al  estrato  de  codimensión  compleja  n;  entre  otras  cosas
garantiza  que  las hojas  cuando  se acercan  a  las componentes  de  esta  subva
riedad  siguen  siendo  calibradas.
Digamos  que  la  existencia  de  inmersiones  en  espacios  proyectivos  con
propiedades  de  transversalidad  añadidas  respecto  a  foliaciones  es  un  resul
tado  no  trivial,  a  diferencia  de  las  inmersiones  del  corolario  1.8  para  las
que  la  teoría  de  clases  características  da  un  resultado  similar  (aunque  sin
holomorfí  a  aproximada).
Otra  posible  aplicación  es,  tal  y  como  propone  D.  Auroux  en  el  caso
par  [4], lograr  aplicaciones  a  cipm que sean  r-genéricas,  y .que  compuestas
con  determinadas  proyecciones  ci  —+ C—’  sigan  siendo  r-genéricas  (de
nuevo  la  holomorfía  aproximada  de  las  nuevas  estratificaciones  se  verifica
por  estar  utilizando  aplicaciones  A.H.  para  hacer  el  puliback;  también  la
estructura  cerca  de las fronteras  de los estratos  es  la  adecuada).
También  es posible hacer  una construcción  análoga  pero para  aplicaciones
a  grassmannianas  Gr(r, m),  partiendo  de secciones de C’+®Ek,  Ek  de rango
m  (véase  [46,  5]).
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8.  FORMAS  NORMALES  PARA  APLICACIONES  APROXIMADAMENTE
HOLOMORFAS  A  CIP1
En  esta  sección  Ek  denotará  la sucesión  de fibrados  C2 ® Lk,  donde  Lk es
una  sucesión  de fibrados  de línea muy amplia  sobre  la variedad  casi-compleja
(M,  D,  J,g).
En  el fibrado  3Ek  la  cuasi-estratificación  de  Thom-Boardman-Auroux
tiene  tan  sólo dos estratos:  Zk  Y Ek,n.
Por  lo  visto  en  las  secciones  anteriores  sabemos  que  cualquier  sucesión
de  secciones  C  hA.H.  (resp.  C+h1A.H.  usando  la  teoría  relativa),  h  
2,  puede  ser  perturbada  a  una  sucesión  ‘rk con  control  arbitrario  para  las
derivadas  de  orden  hasta  1 +  h  a  lo  largo  de  las  direcciones  de  D  (resp.
en  las  direcciones  de  todo  el  tangente),  de  modo  que  sea  uniformemente
transversal  a  Zk Y Ek,n.
Como  consecuencia,  se  obtiene  ç:  M  —  Ak  —+  una  sucesión  A.H.
(donde  A.H.  querrá  decir  C+h1A.H.  ó C-A.H.  según la teoría  utilizada)
de  funciones  a  CIP1 con las siguientes  propiedades:
(1)  El  conjunto  de puntos  base  Ak  =   ()  es una  subvariedad  com
pacta  de M  de codimensión real 4 que corta  a  D de modo uniforme
mente  transversal  (el ángulo  mínimo  está  acotado  inferiormente)  y
tal  que el subespacio DflTAk  C  D es aproximadamente  J-complejo.
(2)  (qj),  definido como el conjunto  de puntos  donde  aÇk  es  singular
(y  en los  que  en principio  no  se tiene  dDq5  =  O pues  hay  una  parte
antiholomorfa  posiblemente  no nula),  es una  subvariedad  compacta
de  codimensión  2n  (un conjunto  de nudos)  uniformemente  transver
sal  a  D.
Hasta  ahora  la  clase  de  coordenadas  aproximadamente  holomorfas  que
hemos  usado  —salvo en  los  espacios  totales  de  ciertos  fibrados— han  sido
las  asociadas  a  la  métrica  y  aquellas  fuertemente  equivalentes  (la  dirección
transversal  a D,  además de tener  ángulo mínimo  acotado  inferiormente,  tenía
sus  derivadas  acotadas  por  O(c”’2)).  En esta  sección haremos  uso de la  no
ción  más  general  de codrdenadas  A.H. (con cotas  para  las derivadas  de orden
0(1))  que además  no  estarán  asociadas a todos  los puntos  de la variedad  sino
a  puntos  de una  sucesión  de  subvariedades.
El  contenido  de las siguientes  proposiciones  es  mostrar  que  similarmente
a  como  ocurre  en  el  caso  complejo,  podemos  encontrar  coordenadas  A.H.
...,  z,  5k,  tal  que  en los  puntos  de  Ak  la  función  4k  es el  cociente  de  dos
coordenadas  z1, 4, y en los de (q)  es el análogo  a una  de Morse  compleja
(cuadrática  en las  zk).
Proposición  8.1.  Para  todo punto  a  E Ak  existen  coordenadas A.H.  z),  ...,  z,
3k  centradas  en  a  (y  una  carta  holomorfa  en  CIP’) tal  que  en  una  bola de
gk-radio  fijo  en  el dominio  de las coordenadas, Ak  es  el espacio Z)  4  =  O,
y  la función  fuera  de los puntos  de Ak  tiene  la expresión  k(zk,  8k)  =-.
8.  FORMAS  NORMALES PARA APLICACIONES  A  CF1  115
PRUEBA.  Partamos  de  coordenadas  AH.  usuales  centradas  en  a  E  Ak
junto  con  una  trivialización  A.H.  de  Lk,  por  ejemplo  por  secciones  de  re
ferencia.•  Por  tanto  nuestra  sección  estará  representada  por  un  par  de  fun
ciones  f:   x  Il  —* C,  i  =  1,2,  A.H.;  ambas  dan  lugar  a  una  foliación por
subvariedades  de codimensión  real  4 uniformemente  transversal  a  Dh  y con
corte  con  Dh  aproximadamente  complejo.  Podemos  suponer,  usando  una
transformación  lineal  compleja  compuesta  con  otra  cuyo  tamaño  no  excede
O(c’2),  que  en el origen  el corte  con  Dh  es el  subespacio  z  =  =  O (ob
sérvese  que  en  el origen  J  coincide  con  Jo  de modo  aproximado,  pero  nada
garantiza  la  igualdad).  Las  coordenadas  buscadas  se  obtienen  rectificando
la  foliación,  o  lo  que  es  lo mismo,  usando  f1, f,  4, ••,  z,   como  nuevas
coordenadas.  Para  ellas  las  dos  propiedades  de  Qk son  evidentes  por  cons
trucción.  La  transversalidad  uniforme  implica  que  el  dominio  de las  nuevas
cartas  contiene  una  bola  de  gk-radio  uniforme  (ya  que  las  imágenes  de  las
funciones  en las  antiguas  coordenadas  llenan  una  bola  de C de radio  acotado
inferiormente).  Las  cotas  de  orden  0(1)  (junto  con  las  que  miden  la  falta
de  holomorfí a)  para  las  derivadas  totales  de f,  f  implican  que  las  nuevas
coordenadas  son  A.H.
LI
Observación 8.2: En estas  coordenadas  A.H.,  nuestra  forma  restringida  a
Dh(O) =  D(O)  es  aproximadamente  de tipo  (1, 1).  Para  ciertos  resultados  es
posible  que no queramos  hacer referencia  a la estructura  auxiliar  J  de nuestra
variedad  calibrada.  En tal  caso no tiene  sentido  hablar  de  coordenadas  A.H.
En  cualquier  caso,  podemos  modificar  las secciones  y  obtener  coordenadas
centradas  en  los  puntos  de  A  y  con  una  propiedad  de  compatibilidad  con
respecto  a  w.
Proposición  8.3.  Existe  una perturbación  de ‘r  de orden a lo sumo O(c”2)
de  modo  que  para  las  correspondientes  funciones  q  podemos  encontrar  co
ordenadas  A.H.  centradas  en los puntos  b de n(11k),  y  cartas holomorfas  en
CJP’,  tal que
q5’(zk, Sk) =  (O,  5k)  +  (z)2 + ...  (z)2
Siendo más precisos, es posible encontrar radios P2 > Pi > O, nuevas
distribuciones Dk, estructuras casi-complejas Jk  y funciones ,  tal que:
(1)  Dk   D, Jk  J, siendo Dk = D,  Jk =  J fuera del entorno tubular
de n(k)  de radio P2, y ambas integrables en el entorno tubular de
radio Pi
(2)  ¿t  ,  çb  =  ç  fuera del entorno tubular de E(jk) de radio P2,
y  q5 holomorfa en. el entorno tubular de radio p.
PRUEBA.  Para  cada  componente  de  n(qk)X,  )  E  Ak,  consideramos  el
entorno  tubular  construido  mediante  la  aplicación exponencial  en cada  punto
b  en las direcciones  de D(b).  Este  fibrado normal  es por fibras  casi-complejas.
Se  sigue fácilmente  que  el  fibrado  es  por  tanto  complejo.  Como  tiene  por
base  S1, es  necesariamente  trivial.
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Teniendo  en cuenta  que cada componente  n(qk),  —una vez parametrizada
para  que tenga  gk-velocidad  1— tiene  cotas para  sus derivadas  del orden  0(1),
es  posible  encontrar  una  trivializacián  del fibrado  cuyas  secciones tengan  án
gulo  con  D  acotado  inferiormente  (sus  grafos  como  funciones  de  S1  en  el
espacio  total  del  fibrado  normal)  y  todas  sus  derivadas  acotadas  por  0(1).
Usando  dicha  trivialización,  tenemos  por  tanto  una  aplicación,
çok,:  (En(q))  —*    x S’
Es  importante  reseñar  que  el radio  del entorno  tubular  p es independiente
de  k,  y llena un  entorno  tubular  de  {O} x  S1 cuyo radio  euclídeo es  también
independiente  de  k  y  )..  Estas  aplicaciones  son complejas  en  los puntos  de
n(k)  (envían J a  Jo).
Sin  más  que  componer  con  las  proyecciones  canónicas  de  C  se  cons
truyen  coordenadas  A.H.  z,  ...,  z,  0k,  donde  podemos  pensar  que  9k  toma
valores  o bien  en un  intervalo  apropiado,  o bien  en [O, 2ir] cuando  nos interese
parametrizar  todo  el  entorno  tubular  (nátese  que  éstas  son  las  coordenadas
A.H.  más  generales).
Las  fibras  y  estructura  compleja  J0  del fibrado  inducen  una  foliación  y
estructura  compleja  integrable  locales  que  denotamos  mediante  Dh  y  J0.
En  el  dominio  de k,X  es  evidente  que  D   Dh y  J   Jo.  La  distribución  y
estructura  casi-compleja  globales del enunciado son el resultado  de interpolar
las  anteriores.  Quizás  es  necesario  resaltar  varios  puntos.
i.  Usamos  funciones  meseta  para  interpolar  que  dependen  de  la  dis
tancia  euclídea  a  {O} x S1.  Si éstas  no varían  demasiado  rápido,  las
cotas  de O(c”2)  entre  las nuevas estructuras  globales y las iniciales
D,  J  se verificarán  trivialmente.  Como  el radio  p es  independiente
de  k, )¼, podemos  hacer  una  elección  tal  de funciones  meseta.
u.  La interpolación  Dk  entre  D  y  Dh  se  hace  poniendo  Dh  como  el
grafo  de  una  función  D  —*  D1  si  se  quiere,  perturbamos  en  la
dirección  de  D’)  (también  podría  hacerse  usando  la  coordenada
angular  0k).
iii.  El  caso  de  las estructuras  casi-complejas  es  similar.  En  primer  lu
gar,  pensamos  en ellas como secciones de T*M®TM  anulándose  en
D’.  De  este  modo  ambas  restringen  a  estructuras  casi-complejas
en  Dk.  Interpolamos  usando  la  estructura  lineal  del  espacio  de
endomorfismos  para  definir tensores  Jk,  que  coinciden  aproximada
mente  con  J0 y  J.  Estos  nuevos tensores  no  necesariamente  tienen
por  cuadrado  —1, pero sí aproximadamente.  No es difícil perturbar-
los  para  definir  Jk  con  Jk   Jk,  y  J  —1: es suficiente  elegir  una
trivialización  de la  forma ei,  J0e1, ...,  e,,  Joe, con VejIOk < 0(1),
Vj  e  N.  Se  define  Jk  sobre  la  base  anterior  mediante  la  fórmula
Jk(e)  =  Jk(e),  J(e)  =  —e.  Las  cotas  para  las derivadas  de  la
base  implican  que  el  nuevo  tensor  coincide  de  modo  aproximado
con  Jk.  Por  definición,  Jk  es  casi-compleja.  Además,  en  los puntos
donde  Jk coincide con J0 y J  respectivamente,  Jk  lo  sigue haciendo.
En  los fibrados  normales  con  coordenadas  C  x  S1 es  posible  considerar
otra  teoría  aproximadamente  holomorfa  diferente,  sobre  la  que abundaremos
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un  poco  en la  siguiente  sección.  Esencialmente,  como Dh es integrable  no  es
necesario  usar  retracciones  para  definir derivadas  covariantes  de secciones de
D.  Podemos  restringir  la métrica  9k  a  cada hoja  y usar  la conexión  de Levi
Civita  para  esta  métrica  inducida.  En  cualquier  caso,  como en cada  hoja  los
símbolos  de Christoffel  y  todas  sus  derivadas  tendrán  tamaño  O(c112),  se
puede  usar la conexión trivial  en cada hoja  (cada  hoja  es la fibra de un fibrado
unitario  trivial).  Es  claro  que  una  sucesión de  secciones k:  C  x S’  —* CF’
es  A.H. (para  D,  J  ó Dk,  Jk)  si y solamente  si son A.H. para  la teoría  foliada
en  Dh con Jo y go, donde  Yo es  la métrica  euclídea  en C  x {Oo — e, Oo+ €1, para
pequeños  intervalos  de gk-longitud  0(1)  recubriendo  S’  (en realidad  equivale
a  considerar  la métrica  inducida  por la  producto  g’ en C  x S1 con factores  la
euclídea  y la  esférica respectivamente).  Nótese que por  construcción  la  teoría
A.H.  foliada  coincide  con  la  dada  por  la  retracción  asociada  a  la  métrica
go  (o  a  g’);  es  evidente  que  esta  retración  local  pese  a  no  ser  fuertemente
equivalente  a  ,  sí  que  es  equivalente,  por  lo  que  podemos  aplicar  el  lema
3.30.
Es  mas,  8ç  y  5oq  están  relacionadas  mediante  una  aplicación  de  fi
brados   (la  comparación  en  cada  hoja  de  la  métrica  euclídea  con  la  in
ducida),  y  lo  propio  ocurre  con  VDaÇ5   0S2y  y  8k,  pero  aquí  ya  de
modo  aproximado  y en un  entorno  de radio  suficientemente  pequeño.
Nótese  que  según  la  observación 3.32 ésta  es una  característica  propia  de
teorías  fuertemente  equivalentes,  y en  principio  no  de las  equivalentes  como
es  el  caso.  Ocurre  sin  embargo  que  se  tiene:
802çb   +
El  segundo  término  se anula  en  {0} x  S-  y  el  primero  está  acotado  por
debajo,  por  lo que en un  entorno  de radio  p suficientemente  pequeño  tenemos
el  resultado  requerido.
La  primera  consecuencia  es  que  la  variación  de  ‘9q5 es  como la  de  5oÇ5k
en  iV({0}  x  S’).  Esto  se  traduce  en que  si p se  ha  elegido suficientemente
pequeño  8ok  tiene  los mismos  ceros  que  &/  (es  decir,  tan  sólo un  S’  de
ceros  en el dominio  de yk,).  Además,  como ambas  componentes  holomorfas
están  relacionadas  por  una  aplicación  de fibrados  que  es  la  identidad  en  la
sección  O, los ceros de 0o/k  son exactamente  {0}x  S’  =  n(k).  Del mismo
modo,  los ceros de  aJkk  resultan  ser  exactamente  los  de a4k.
Para  la  teoría  foliada  podemos  escribir  qj  en  las  coordenadas  zk, 0k  en
cada  hoja.  Por  simplicidad,  omitimos  de  ahora  en  adelante  los  subíndices
para  la coordenada  angular.
En  este  punto  es razonable  interpretar  nuestro  problema  de aproximación
para  çb  como  uno  para  una  familia  con  parámetro  S’  de  funciones  de  C
en  C  aproximadamente  holomorfas.  Recordemos  que  en  principio  çb  tiene
imagen  en  CF’,  y  queremos  encontrar  cartas  :  C   CF’  de  modo  que(p1  oÇbk(JVp(En(çbk)))  tenga  imagen uniformemente  acotada,  para  así  tener
cotas  uniformes.  En principio  es posible  encontrar  puntos  en CF1  fuera de la
imagen  del toro  sólido .Aí({0} x S’).  Encontrar  bolas de radio  uniforme fuera
de  dicha  imagen  es evidentemente  un  problema  de transversalidad  uniforme.
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En  efecto,  elegimos por  ejemplo  el  punto  oc  =  [O : 11 E  CF’,  que  define
de  modo  obvio  una  sucesión A.H. de estratos  IPS°  en J(M,  CF’).  Su pull
back  a  J(M,  CIP’) define la  sucesión de estratos  IPSk°° que  es  también  A.H.
Es  obvio  que  esta  sucesión  es transversal  a  IPEk,n,  por  lo que  la  intersección
IP°,  define  una  sucesión  de  estratos  A.H  Es  más,  podemos  descomponer
en  esta  intersección  y  su  complementario   En  definitiva  y  ha
ciendo  puliback  a  ¿7Ek,  obtenemos    Zj  una  cuasi-estratificación
A.H.  finita  de Whitney.  Si suponemos Tk transversal  a ésta,  
permanecerá  a  una  cierta  distancia   de  oc E CF’,  para  k  »  O.
Con  esta  observación  podemos  suponer  que  çbk(zk, O) es una  sucesión  de
aplicaciones  A.H.  en las  coordenadas  zk, O (y con  imagen  acotada  en C).
En  este  punto.  y  siguiendo  las  ideas  de  [12] y  [50], es posible  hacer  una
primera  elección de ç5Ç, que satisface  todas  la hipótesis  de la proposición  salvo
la  proximidad  a  çb.
Llamemos  Ho(zk)  a la  forma  cuadrática  asociada  a  8O5Otk(O, O), el hes
siano  foliado  en  los  puntos  de  {O} x  S1.  Definimos  q5  interpolando  entre
H(zk)  +  çbk (O, O) y  qi  en  un  anillo  adecuado  (tal  y  como  hicimos  con  la
distribución  y la  estructura  casi-compleja).
Es  evidente  la  holomorfía  de   con  respecto  a  Jk  en el entorno  tubular
correspondiente.
En  cuanto  a la  diferencia  entre  çb  y H(zk)  + k(O,  O), simplemente  obser
vamos  que  en cada  hoja  C  x  {O} la  segunda  es, por  lo dicho  anteriormente,
de  modo  aproximado  el  desarrollo  de  Taylor  de  la  primera  hasta  grado  2.
Por  tanto,
k(Zk,0)  -  (H(zk)  + k(O,O))= O(ch/2(Izkj + ZkI2)) + O(Izkl).
La  función  ¿  donde  coincide  con  H(zk)  + çbk(O, O) verifica  que  8Ç,I 
 dándose  la  igualdad  en los puntos  de  (qk):  en  efecto,  para  9j  y  ao
es  evidente;  el  resultado  deseado  se obtiene  observando  que  la  derivada  de
çb  en  la  dirección  de   está  acotada  superiormente  y la  forma  cuadrática
H  está  acotada  por  debajo.  Escogiendo  de  modo  adecuado  el  anillo  donde
tiene  lugar  la  interpolación  la  propiedad  anterior  se  cumple  para  q5k,  que
sigue  siendo  A.H.  y con  las propiedades  de  transversalidad  requeridas.
Es  posible  elegir  q  con  propiedades  aún  mejores;  básicamente,  en  vez
de  tomar  la  primera  componente  holomorfa  significativa  del  polinomio  de
Taylor,  se toma toda  la serie.  De modo más preciso  y siguiendo las ideas de S.
Donaldson  y D.  Auroux  ([12,  2]), observamos  que la  restricción  de q  a cada
hoja  C” x  {O} es A.H.  Se puede  encontrar  una  función  H’(zk,  O): B(O, p’)  x
S1  —* C,  r’ <r, verificando:
(1)  H’  es diferenciable.
(2)  H:  B(O,p’)  c C  —* Ces  holomorfa  para  todo  O E S’.
(3)  Para  todo  j  E N existe  una  constante  positiva  C  tal  que  si k  »  O
las  derivadas  parciales  hasta  orden  j  de  q  —  H’  están  acotadas
por   o  dicho  de  otro  modo,  q   como  funciones  de
B(O,p’)  x  en C.
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Este  resultado  de  aproximación  se  sigue de  una  versión  con  parámetros
de  la  solución  al problema  8 en  la  bola  de  radio  1 de  C7’. Por  una  cuestión
de  completitud,  en  el  apéndice  A  presentaremos  una  solución  elemental  al
problema  8 con parámetros  derivada  de la solución  sin parámetros  (corolario
A.2).
Definimos   interpolando  entre  /k  y H’.  Como  coincide aproximada
mente  con  q5, los puntos  donde   se anula  coinciden  de modo  aproximado
con  aquellos  donde  t9çb lo hace.  Es  más,  podemos  añadir  una  perturbación
del  tamaño  requerido  para  que  coincidan  (sería una  traslación  en  cada  hoja
añadida  a  H’).  También  se tiene  que  el hessiano  88o  está  acotado  infe
rior  y superiormente  de modo  uniforme.
Nada  de lo anterior  cambia  si añadimos perturbaciones  de tamaño  O(c’2)
que  sean  holomorfas  y  anulándose  hasta  orden  al  menos  2  en  el  origen de
cada  hoja.  En particular,  con una  de este  último  tipo  es  posible lograr  que el
Hessiano  de H  en el origen tenga  autovalores  distintos  (propiedad  genérica).
Sólo  queda  aplicar  el  lema  de Morse  con  parámetro  para  encontrar  una
aplicación  ‘1’: C?  x  S’  —*  C’  x  S1,  (zk,O)  ‘—* (w(zk),O),  de  modo  que
çb(zk(w))  =  (O,6)  +  (w1)2 +  (w’).
Recordemos  simplemente  que  una  prueba  del lema  de Morse  está  basada
en  la  diagonalización  de matrices  simétricas  (véase  por  ejemplo  [42]).  Para
dicho  proceso,  en cada  uno de los u  pasos es necesario  hacer  una  transforma
ción  lineal  tal  que  la  entrada  superior  izquierda  de una  determinada  matriz
simétrica  M9  sea  no  nula;  es  en  este  paso  donde  es  necesario  suponer  que
los  autovalores  de  la  matriz  son  diferentes  (de  este  modo  los  autoespacios
tiene  dimensión  compleja  uno  y dicha  transformación  lineal  puede  reducirse
a  elegir un  determinado  autoespacio,  siendo  esta  elección diferenciable  en O).
Combinando  las  proposiciones  anteriores  se  demuestra  la  existencia  de
“pinceles  de  Lesfchetz”  para  variedades  calibradas.
Definición  8.4.  En  una  variedad  calibrada una  carta  ço: C’  x  IR —*  M  se
dice  compatible  con w  (o diremos  que son  coordenadas  compatibles)  si  en  el
origen  Dh  coincide  con D  y,  con respecto a Jo,  la restricción  de w  es positiva
y  de tipo (1, 1).
Tal  y  como referimos  antes,  usamos  esta  clase  de cartas  cuando  no  que
remos  hacer  referencia  a  la  estructura  casi-compleja  J  elegida,  de modo  que
el  concepto  de  coordenadas  A.H.  no  tiene  sentido.  Es  obvio  que  una  carta
en  la  que  Jo  coincide  con  J  en el origen  es compatible  con  w.
PRUEBA  DEL  TEOREMA  1.10.  Basta  elegir una  Jcompatible  y construir
una  sucesión  de secciones de  C2 0  Lk  que  sea uniformemente  transversal  a la
cuasi-estratificación  de .JEk  con estratos  Zk,  >L,.  Una  vez aplicadas
las  proposiciones  8.1 y 8.3, para  valores de k  suficientemente  grandes  la terna
(Ak,  ,   da una  estructura  de pincel  de  Lefschetz.  Simplemente  co
mentamos  que  la  genericidad  de   es obvia  aplicando  una  de  las
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perturbaciones  de la  proposición  8.3  independiente  de las coordenadas  holo
morfas.  También  es  necesario  notar  que  la  proposición  8.1  da  coordenadas
aproximadamente  holomorfas,  que  no son necesariamente  compatibles  con  w
(el  problema  es que TAk  fl D no es necesariamente  J  complejo).  En cualquier
caso,  siguiendo  las  ideas  de  S.  Donaldson  o F.  Presas  ([14,  50])  es posible
modificar  la  función  de modo  que dispongamos  de coordenadas  adaptadas  a
 con la  expresión  requerida  para  la  función.
Al  igual  que  para  variedades  de  contacto,  la  existencia  de  pinceles  de
Lefschetz  construidos  mediante  secciones A.H. de C2 0   permite  relacionar
la  topología  de dos divisores  cualquiera  de  una  variedad  calibrada  (M,  D, w)
construidos  como ceros de secciones A.H. de Lk  uniformemente  transversales
a  O (posiblemente  para  estructuras  casi-complejas  diferentes).
Proposición  8.5.  Sea (M2  ‘,D,w)  una variedad calibrada cerrada (de tipo
entero)  y  sean  Ji  y J2  estructuras  casi-complejas  compatibles.  Sean  y
dos  sucesiones  de secciones A.H.  de Lk  con respecto a las correspondientes  es
tructuras  casi-complejas,  ambas  uniformemente  transversales  a 0.  Entonces
existe  un  K  E  N  tal  que  para  k    K  el  divisor  Wk’  es  cobordante  a  W
mediante  un  cobordismo  en el  que sólo adjuntamos  asas  de dimensión  n.
De  ello se  deduce en particular  que Hj(Wk’; Z)  H(W  Z)  y ir(W)  
para  i  =  O, ...,n  —  2  (un  resultado  más  débil  que  el  teorema  del
hiperplano  de Lefschetz  para  divisores).
PRUEBA.  La prueba  es semejante  a  la dada  para  variedades  de contacto
en  [50].  Por  completitud,  damos  un  bosquejo  de la  misma.
En  primer  lugar  se considera  el caso J1  =  J2.  Con las secciones r  y  se
construye  la  sucesión  A.H. (Tk’,  r)  de C2 øLk.  La perturbamos  para  obtener
así  un  pincel  de  Lefschetz pero  sin  formas  normales  para  Bk  :=  >n(q5k).  Si
la  perturbación  es  suficientemente  pequeña  comparada  con  la  cantidad  de
transversalidad  inicial   de  ambas  secciones,  las  nuevas  secciones,  para  las
que  seguimos manteniendo  el mismo nombre,  darán  divisores  isotópicos  a los
iniciales.  Por  tanto  podemos  suponer  de entrada  la  1-genericidad  de (r,  r).
En  el correspondiente  pincel  de Lefschetz  ç5j: Ak  —  S2  hemos  de  comparar
las  fibras  sobre  O e oc.  El  cobordismo  será  la  imagen  inversa  de un  segmento
que  una  estos  puntos.  Siendo  más  precisos  es  necesario  explotar  antes  M
en  los  puntos  de  Ak  en  las  direcciones  de  D;  el  entorno  tubular  tiene  por
fibra  C2 y cada  punto  de la  sección cero  es sustituido  por  un  CIP’. Hacemos
notar  que  esta  operación  sólo es topológica  (diferenciable),  y no pretendemos
definir  ninguna  estructura  calibrada  en el  blow-up  M.
El  conjunto  k(Bk)  divide  2  en  componentes  conexas  isomorfas a discos.
Es  evidente  que  las fibras  (ahora  sí son fibras  de  verdad  si consideramos  M)
sobre  puntos  en las mismas  componentes  son  isomorfas,  pues  çb  es  ahí  una
submersión.  Por  tanto  hay  que ver  que  ocurre  cuando  un  segmento  uniendo
O y  oc atraviesa  f(Bk).
La  perturbación  de q  necesaria  para  obtener  la  forma  normal  adecuada
en  los puntos  de  Bk  no  afecta  para  nada  a  los puntos  de  Wki y  W,.
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Si  el segmento  corta  a  Bk  en un  punto  b, tomamos  una  carta  centrada  en
b  y la  modificamos  de modo  que  ç/í(z, s) =  .s + jO(s2)  + (z1)2 +.•.  (z)2  (el
cobordismo  ocurre  en  un  entorno  arbitrariamente  pequeño  del  origen donde
la  citada  modificación  existe).  Igualmente,  alteramos  el segmento  para  que
coincida  con  el  eje  imaginario  de  C  (en  este  caso  f(Bk)  es  tangente  al  eje
real  en el origen  de C).
Teniendo  esta  expresión  para  la  función, es  fácil construir  una  función  de
Morse  adecuada  para  el  cobordismo  y  computar  el índice  del  punto  crítico,
que  resulta  ser  n  (ver  [50]).
Cuando  Ji  y  J  difieren  basta  demostrar  que una  vez fijada  una  distancia
en  el  espacio  de estructuras  casi-complejas  compatibles,  para  cada  J  existen
un  fJ  de  modo  que  si  J’  dista  de  J  menos  que  EJ,  es  posible  encontrar
sucesiones  ‘rk y  TL  A.H.,  cuyos  divisores  son  isotópicos  para  k  »  O.  De
nuevo  referimos al  lector  a  [50] para  la  demostración  de esta  afirmación.  
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Sea  (M,  D, J, g) una  variedad  casi-compleja  para  la  que  la  distribución  D
es  la  asociada  a  una  foliación  J.  En  esta  situación  no  es  necesario  escoger
una  retracción  para  la  proyección  T*M   D”  para  definir  una  derivada
covariante  en  este  último  fibrado.  Podemos  usar  en  cada  hoja  gj  y  su
conexión  de Levi-Civita.  En principio  esto da  lugar  a  una  nueva teoría  A.H.
que  sin duda  es la más  natural  en este  tipo  de situación.  Usamos  el subíndice
T  para  denotar  los  operadores  asociados  a  esta  teoría.
Para  esta  teoría,  se tienen  todos  los teoremas  de transversalidad  fuerte  y
formas  normales  que  teníamos  para  la  asociada  a la  retracción  de la métrica.
No  es necesario  hacer  de nuevo  todos  los desarrollos.
Para  cada  sucesión  Ek  de fibrados  muy  amplios  localmente  escindibles,
tenemos  las  aplicaciones
®  E  —÷ (D*10)®  ® Ek,
inducidas  por  la  retracción  i  asociada  a  la  métrica.  Se  comprueba  fácil
mente  en  cartas  adaptadas  a  la  métrica  que,  no  sólo -rk es  AH.  si y  sólo si
lo  es  para  la  teoría  foliada,  sino que  además  j(9ymTk)  coincide  de modo
aproximado  con  8i7ymYk.  Por  tanto,  la imagen  de  por  el correspondiente
morfismo  de fibrados  coincide de modo aproximado  con jrk.  Se comprueba
que  las correspondientes  estratificaciones  de Thom-Boarmann-Auroux  están
relacionadas  mediante  la  aplicación de fibrados  .J.Ek  —  375Ek  inducida  por
.  Por  tanto,  si 3’rk  es  uniformemente  transversal  a  ella,  para  k  suficiente
mente  grande  también  lo será  
Si  uno  se  decide  a  repetir  todas  las construcciones  de la  teoría  intrínseca
en  el  caso  foliado,  es  conveniente  usar  cartas  adaptadas  a  la  foliación  en
todo  el  dominio,  y  no  sólo  en  el  origen.  La  ventaja  que  se  logra  al  hacer
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coincidir  Dh  con D,  es que  las perturbaciones  locales  wTk,i  son  constantes
a  lo  largo  de  Dh y  por  tanto  de  D.  Esto  significa  que  incluso  para  r-jets
(y    O) podemos  considerar  sucesiones  de secciones  C”-A.H.,  (h>  2),  no
habiendo  ninguna  necesidad  de trabajar  con  secciones C”A.H.  para  las
que  hay  que  controlar  todas  las derivadas.
Nótese  que  los  resultados  geométricos  para  ciertas  variedades  calibra
das  foliadas  son  corolarios  directos  de  los  resultados  uniparamétricos  de  la
teoría  para  variedades  simplécticas.  Esto  es  algo que  comentamos  en  la  in
troducción  como motivación,  y que  ahora  podemos  hacer  más  preciso.  Para
que  no  sea  necesario  entrar  en consideraciones  locales  es  necesario  trabajar
con  familias  uniparamétricas  de variedades  simplécticas.  En  otras  palabras,
nuestra  variedad  calibrada  M(M,  w,  )  es el “mapping  torus”  asociado  a  un
simplectomorfismo   de  (M, w).
M(M,w,)  Mx[—1,1]
Para  construir  divisores  W  (o más  generalmente  pinceles  de  Lefschetz
(A,f,B)),  basta  encontrar  una  familia  uniparamétrica  de  los  mismos  Wt
con  (W1)  =  W_1.  Seleccionamos  J_1  compatible  y  construimos  Wk,_1
como  los ceros  de una  sección  ‘rk transversal  a  O. Es evidente  que
es  compatible  con  w,  y  ‘rk o  es  ç1(J_1)-A.H.  y  transversal  a  O.  Sus
ceros  son  las  subvariedades  simplécticas  Wk,1 =  ço(Wk,_1).  El  resultado
uniparamétrico  nos garantiza,  para  k suficientemente  grande  la existencia  de
familias  Wk,t de subvariedades  simpléctica  interpolando  entre  Wk,_1 y Wk,1.
En  el caso  de los pinceles  de Lefschetz, al menos en lo concerniente  a gene
ricidad,  se  interpola  igualmente  entre  las  secciones rk  y  Tk o  de C2 ® Lk.
Al  ser   una  aplicación   (J)  —  J  compleja,  la  transversalidad  uniforme
de  jTk  implica  el mismo  resultado  para  jj(rk  o )  (donde  la  cantidad  de
transversalidad  está  relacionada  por  la  norma  de  ).  El  resultado  de  iso
topía  en  [141 (modificable  para  lograr  no  sólo continuidad,  sino diferenciabi
lidad  en el  parámetro)  da  una  interpolación  (Ak,t, ‘k,t,  Bk,t)  entre  las ternas
(Ak,1, k,1,  Bk,1) y  (Ak,1,  qk,—1, Bk,_1),  donde  la  Ak,t, Bk,t  son  simplécticas,
y  q5k,t AH.  para  determinadas  estructuras  casi-complejas  Jt.  El  cálculo  de
formas  normales  es, tal  y como hemos visto,  una  generalización  fácil del de la
teoría  par,  luego toda  la construcción  se  puede considerar  como un  corolario
de  dicha  teoría.
9.1.  Foliaciones  calibradas  en  3-variedades  cerradas
Quisiéramos  ver las  aplicaciones de  nuestros  resultados  al  caso específico
de  3-variedades  con foliaciones taut.
Normalmente  cuando  se define  una  foliación  en una  3-variedad  se  suele
pedir  que  los  cambios  de  carta  sean  cr en las  direcciones  de  las hojas,  y al
menos  continuas  en la  dirección  transversal  (si trabajamos  con laminaciones
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entonces  el modelo  transversal  ya no  es un  intervalo  sino una  variedad  topo-
lógica,  para  la  que  sólo tiene  sentido  hablar  de  continuidad).  Se suele  decir
entonces  que  el cocido  es  Gr.
Toda  nuestra  teoría  necesita  diferenciabilidad,  en otras  palabras,  que  la
foliación  venga  dada  por  una  1-forma diferenciable.  En este  punto  se puede
utilizar  un  resultado  que  establece  que  para  cualquier  foliación dada  por  un
cocido  cr  (en  particular  C°°)  se puede  escoger  una  estructura  diferenciable
en  para  la  que  la  foliación viene  definida  por  una  1-forma  cr  (véase el
comentario  1.1.2. en  [17]).  En  cualquier  caso  todas  las  estructuras  diferen
ciables  en una  3-variedad  son conjugadas.
Existe  una  segunda  debilitación.  Por  un  reciente  resultado  de D.  Cale
gari  [8], cualquier  foliación ..T definida  por  un  cocido  cr  es isotópica  a una
foliación  dada  por un  cocido  diferenciable  (C°°),  tal  que las hojas  dan inmer
siones  diferenciables  y tienen  variación  local continua  en la  topología  C.  A
esta  nueva  foliación F’  le podemos  aplicar  el  resultado  del párrafo  anterior,
y  así  tendremos  una  foliación en M3  definida  por  una  1-forma diferenciable.
Es  más,  la  condición  de ser  una  foliación taut  también  se cumple  si .T lo era
(pues  la  condición  de ser  taut  es  top ológica).
En  consecuencia,  nuestras  técnicas  se pueden  aplicar  a  cualquier  foliación
topológica  taut  (se aplican  a  P’  y  se deshace  la  isotopía).
Quisiéramos  reescribir  algunos  de los teoremas  en este  caso  específico.
El  teorema  1.5 nos da la  existencia  de ciclos transversales  por  cada punto
y  carece  de  importancia,  pues  es  la  propia  caracterización  de  una  foliación
taut.
En  cuanto  a  la  existencia  de  pinceles  de Lefschetz  hay  una  primera  par
ticularidad  que  es  la  ausencia  de  puntos  base  (tienen  codimensión  4).
Corolario  9.1.  Sea  (M3,.T)  una foliación  taut  en una  3-variedad  cerrada y
w  una 2-forma  cerrada de tipo  entero que  domina/calibra  la foliación.  Exis
ten  pares  (f, B),  siendo  B  un  enlace  transversal  a LP y  f:  M3  —  S2  una
aplicación  diferenciable  tal  que:
(1)  f  es submersíón  a  lo largo de D  en M3  —  B.
(2)  f(B)  está  en posición  general  (dotando  a S2  de una  estructura  par
ticular  de  CW-complejo  particular).
(3)  En  cada punto  b  E  B  hay  coordenadas  z, s  compatibles  con  w,  y
coordenadas  complejas  en S2,  de  modo  que f(z,  s)  =  g(s)  + z2,  con
g(O)  =  O, g’(O)  O.
Quisiéramos  dar  una  interpretación  de  los pinceles  de Lefschetz  como la
extensión  uniparamétrica  de las construcciones  existentes  para  superficies.
Para  ello partimos  de una  superficie  ,  en  este  caso de  Riemann,  y pre
tendemos  relacionarla  con la más sencilla de todas  las superficies de Riemann,
es  decir, con  CIP’  S2.  Dicha relación viene dada  por  un  recubrimiento  ram
ificado  f:   —+ S2,  que  es  una  aplicación  holomorfa  con  puntos  de índice  2,
o  lo que  es  lo mismo,  con  cartas  holomorfas  tal  que  la  aplicación  es z  ‘-+  z2.
Nótese  que  desde  el punto  de  vista  topológico  la  aplicación  viene  totalmente
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descrita  por  el  lugar  de ramificación,  su  imagen,  y  el  índice  en  cada  punto
de  ramificación.
La  versión  uniparamétrica  del resultado  anterior,  o mejor  dicho para  fo
liaciones,  sería  una  aplicación  que  definiera  en cada  hoja  una  cubierta  ramifi
cada  con las propiedades  anteriores.  Es lógico que el conjunto  de ramificación
venga  dado  por  una  familia  uniparamétrica  de  divisores  de ,  es  decir,  por
un  enlace  transversal  a  .T.  Por  último,  los puntos  de ramificación  no  podrán
ser  en general  aislados,  y lo mejor  que  podemos  lograr  es que  su  imagen  esté
en  posición  general.
La  estructura  de pincel  de Lefschetz  es  por  tanto  la  extensión  natural  a
foliaciones  taut  de las  aplicaciones  holomorfas  de  superficies  de  Riemann  a
esferas.
CAPÍTULO  II
Una  nueva  construcción  de  variedades  de  Poisson
1.  INTRODUCCIóN  Y  RESULTADOS
El  uso de métodos  casi-complejos  en geometría  simpléctica  —sobre los que
ya  nos hemos  extendido  sobradamente— junto  con  la introducción  de técnicas
de  cirugía  han  aumentado  notablemente  nuestra  compresión  de la  topología
de  variedades  simplécticas  (véanse los  artículos  [26,  28,  12,  24]).
Hemos  visto  que  los métodos  casi-complejos  son aplicables  a  variedades
calibradas,  que  podemos  entender  como una  clase  de familias  uniparamétri
cas  de  variedades  infinitesimales  simplécticas.
El  estudio  de familias  de variedades  simplécticas  conduce  de modo natu
ral  a  la  noción  de  variedad  de Poisson.  Es  para  estas  variedades  paras  las
que  queremos  extender  una  técnica  de  cirugía  procedente  de  la  geometría
simpléctica.
Definición  1.1.  Una estructura  de Poisson  en  una  variedad  M  es una  es
tructura  de  álgebra de  Poisson  en  su  haz  de funciones.  Esto  es,  dadas dos
funciones  f,  g  definidas  localmente  se  define  en  la intersección  de  los  domi
nios  un  corchete  bilineal {f,  g}  verificando  las  siguientes  propiedades:
(1)  Antisimetría,  {f,g}  =  —{g,f}.
(2)  Regla  de Leibniz,  {f,  gh}  =  g{f,  h}  +  {f, g}h.
(3)  Identidad  de Jacobi,  {f,  {g, h}}  + {g, {h, f}}  + {h,  {f,  g}}  =  O.
De  modo  alternativo  una  estructura  de Poisson  en una  variedad  M  viene
dada  por  un  bivector  A  que  cumple  [A, A]  O, siendo  [., ] el corchete  de
Schouten  (véase  por  ejemplo  [54]).
El  corchete  de Poisson  {f, g}  de dos  funciones  viene  dado  en función  de
A  mediante  la  fórmula  A(df,  dg).  Es  más,  el  tensor  de  Poisson  A  define de
modo  natural  un  morfismo  de fibrados, #:  T*M  —  TM  cuya  imagen resulta
ser  una  distribución  involutiva  SA en cuyas  hojas se induce  de modo  canónico
una  estructura  simpléctica.  Recíprocamente  cualquier  foliación 8  (generali
zada)  por  variedades  simplécticas  en una  variedad,  tal  que  para  cualesquiera
funciones  diferenciables  los campos  de vectores  hamiltonianos  asociados  a  la
restricción  de  la  función  a  cada  hoja  pegan  en  un  campo  de  vectores  dife
renciable,  induce  una  única  estructura  de Poisson  cuya  foliación simpléctica
es  precisamente  S  [54].  De  este  modo  se hace  precisa  la  idea  anteriormente
citada  de  que  las  estructuras  de  Poisson  son  el marco  geométrico  para  des
cribir  familias  de variedades  simplécticas.
125
126        II. UNA  NUEVA  CONSTRUCCIÓN  DE  VARIEDADES  DE  POISSON
Si  nos  fijamos  en  los  ejemplos  conocidos  de  variedades  de  Poisson,  se
observa  que  en  muchas  ocasiones  el punto  de partida  es una  estructura  alge
braica  (un  álgebra  de Lie,  un  cocido,  etc.),  y  a continuación  se construye  la
variedad  de Poisson  cuya  álgebra  de  Poisson está  relacionada  con  la  estruc
tura  algebraica  inicial.
Sería  igualmente  interesante  explorar  el  punto  de. vista  contrario.  Dada
una  variedad  M  determinar  todas  las estructuras  de Poisson  no  triviales  que
soporta.  Por  supuesto  esta  es  una  tarea  extremadamente  difícil  debido  a
la  no  linealidad  de  las estructuras  de  Poisson  (la  condición  de  cierre  es  una
ecuación  en derivadas  parciales  no lineal).  En  este  sentido  cabe  mencionar  el
ya  citado  trabajo  de M. Bertelson  que  ha  analizado  en  [6] la  caracterización
de  aquellas  foliaciones  regulares  que  proceden  de  estructuras  de  Poisson.
Siguiendo  con  este  punto  de  vista,  otra  vía  cuyo  seguimiento  es  obli
gado  es  comprobar  la  posibilidad  de  extender  determinadas  construcciones
topológicas  (diferenciables)  a  la  categoría  de  Poisson.  Esto  ya  se  ha  hecho
en  el  marco  simpléctico;  D.  McDuff [40] ha  definido  el “blowing-up”  de  una•
variedad  simpléctica.  R.  Gompf  [24] ha  usado  la  suma  conexa  normal  para
construir  variedades  simplécticas  con  grupo  fundamental  arbitrario  (entre
otras  muchas  cosas).  En  este  sentido  la  geometría  simpléctica  es  flexible en
acusado  contraste  con  la  geometría  Káhler.
Es  evidente  que  se pueden  construir  familias  triviales  de variedades  sim
plécticas  sin  más  que tomar  el producto  de una  variedad  simpléctica  M  con
una  variedad  compacta  arbitraria  Q (con estructura  de  Poisson  trivial).  La
correspondiente  estructura  de Poisson  producto  tendrá  el mismo grupo  fun
damental  que  M  siempre  que  711 (Q)  O. Luego  a  menos  que  estemós  en
el  caso  de familias  uniparamétricas,  la  existencia  de familias  de  variedades
simplécticas  con  grupo  fundamental  arbitrario  es  obvia  (aunque  para  nada
su  clasificación).
El  problema  de  la  construcción  de  familias  de  variedades  simplécticas
con  grupo  fundamental  arbitrario  se  reduce  por  tanto  al  caso  particular
de  variedades  de  Poisson  con  hojas  simplécticas  de  codimensión  1,  y  más
concretamente  a  la  búsqueda  de 5-variedades  de  Poisson  de rango  4  (hojas
simplécticas  de  dimensión  4)  con  grupo  fundamental  arbitrario.
Para  resolver  el  problema  anterior  introduciremos  una  construcción  de
“cirugía”  para  variedades  de Poisson  que  extiende  de  modo natural  la  cons
trucción  de  Gompf  (teorema  4.4).
Comenzaremos  recordando  en  la  sección  2  como  cualquier  3-variedad
cerrada  orientable  admite  una  estructura  regular  de Poisson de rango 2.  Esta
construcción,  que  se  basa  es  resultados  clásicos de  la  teoría  de foliaciones en
3-variedades,  contiene  las ideas  esenciales que  nos permitirán  proponer  una
técnica  de  cirugía  para  variedades  de  Poisson.
A  grandes  rasgos,  partiremos  de la conocida  suma normal  conexa de varie
dades  simplécticas  a  lo largo  de subvariedades  de codimensión  2,  y daremos
una  generalización  para  variedades  de  Poisson  que  esencialmente  será  una
versión  paramétrica  de la  anterior  (con parámetro  compacto).  Para  ello será
necesario  recordar  ciertas  propiedades  de las  estructuras  de Poisson  fibradas
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(definición  3.1),  puesto  que  lo  que  sustituirá  a  la  subvariedad  simpléctica
será  una  subvariedad  de Poisson  transversal fibrada  (definición  3.2).
La  sección  4 estará  dedicada  a  probar  que  la  variedad  foliada  construida
mediante  suma  conexa normal  admite  una  estructura  de Poisson  extendiendo
a  las de los sumandos,  y  que es única  en un  sentido  que  se precisará  (teorema
4.4).  La manera  de  proceder  para  probar  este  resultado  es  evidente:  sin  ser
muy  precisos, se pretende  encontrar  unos  ciertos modelos  para  las estructuras
de  Poisson  en  los  subconjuntos  que  se  quieren  identificar.  Estos  modelos
serán  versiones  paramétricas  de  los simplécticos,  y  será  posible  encontrarlos
porque  el modo de hacerlo para  variedades  simplécticas  es mediante  el uso de
ciertos  operadores,  que  por  supuesto  también  existiran  con  las propiedades
requeridas  para  familias  compactas.
En  la  sección  5  estudiaremos  la  clase  modular  (véase  [57])  de  algunas
de  las  variedades  construidas  mediante  cirugía.  Los  resultados  indican  el
fuerte  carácter  topológico  de  la  construcción  pues  ciertas  propiedades  de  la
estructura  de  Poisson  de  los  sumandos  se  podrán  ver  alteradas  en  la  suma
conexa  normal.
Es  esta  flexibilidad  lo  que  nos  permitirá  demostrar  en  la  sección  6  la
aplicación  principal  de la  construcción  de cirugía  introducida.
Teorema  1.2.  Sea’ G  cualquier  grupo  finitamente  presentado.  Entonces
para  cualesquiera  enteros  n, d    4,  d  par,  existe  una  variedad  de  Poisson
cerrada  y  orientada  (M’0d,  A)  de  dimensión  ri  y  rango  constante  d  tal  que
iri(M”1)   G.  Estas  variedades  tienen  clase  de  Godbillon-Vey  nula,  pero
aquellas  con una foliación  simpléctica  de codimensión  1 no son  unimodulares
(ni  variedades  calibradas).  Es  más,  pueden  escogerse de  modo  que  admitan
estructuras  spin.
Concluimos  este  capítulo  en  la  sección 7 con  una  segunda  aplicación  que
consideramos  interesante  a la  luz  del estudio  previo  que  hemos  hecho de  las
variedades  calibradas.  En  ella  describimos  condiciones  bajo  las  cuales  si las
variedades  de Poisson  de partida  son calibradas  de clase  entera,  entonces  la
suma  conexa  normal,  que  es  variedad  de Poisson  regular  con  hojas  simpléc
ticas  de codimensión  1, admite  un  levantamiento  a  una  estructura  calibrada
que  extiende  a  la  de  los sumandos  (teorema  7.1).
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Una  estructura  regular  de Poisson de rango 2 en una  3-variedad  M3 no es
sino  una  foliación por  superficies  con una  forma  de área foliada  diferenciable.
Si  M3 es orientable  encontrar  una  estructura  tal  es una ‘problema  elemental
de  topología  diferencial,  cuya única  parte  no trivial  es introducir  una  foliación
por  superficies  orientables.
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Vamos  a  bosquejar  una  solución a éste  problema  (en la que  no le pedimos
mucho  a la  foliación),  porque  contiene  las ideas  esenciales que  dan  lugar  a la
construcción  de cirugía  para  variedades  de Poisson  más  generales.
Recordemos  que  toda  3-variedad  cerrada  y  orientable  se  puede  obtener
mediante  cirugía  en un  enlace  con  componentes  k  Es  más,  los “framings”
son  de  la  forma  (m  *  ll),  donde  m,  1  son  el  meridiano  y  la  longitud
respectivamente  del  toro  frontera.  Nótese  que  las  componentes  del  enlace
se  pueden  elegir  tan  próximas  al  nudo  trivial  como  queramos,  y  por  tanto
transversales  a  la foliación de Reeb R. de S3, i.e.,  los nudos son subvari edades
transversales  a  las  hojas  que  heredan la  estructura  de  Poisson  trivial.  Una
vez  que  se  han  vaciado  entornos  tubulares  de  k,  en  los  toros  sólidos  Tj  =
x  que  se  van  a  pegar  la  frontera  de  las  hojas  de  7  serán  curvas  en
8Tj  que  no  separan  (y cortando  una  vez el meridiano).  Como  dichas  curvas
son  no  triviales  en  la  homología  del  toro  sólido  Tj,  no  será  posible  pegar
una  superficie  abierta  en  cada  una  de  estas  curvas  para  “cerrar”  las  hojas.
En  su lugar  podemos  vaciar  un  pequeño  entorno  tubular  A(j  de la  longitud
=  {O} x  Si,  y  encontrar  una  aplicación  çb  :  Tj  —  Af  —*  S’  x  1  x  S1
que  envié  la  imagen  de  la  curva  m  en  a  Si  x  {O} x  {e},  el  meridiano
Si  x  1 x  S1  c  D2 x  S1.  Por  tanto  el  pullback  de  la  foliación  de  Reeb  de
S1  x  1 x  S1  da lugar  a  una  foliación excepto  en  el toro  sólido  que  vaciamos,
donde  de  nuevo  podemos  añadir  una  componente  de Reeb.
Luego  hemos  probado  el ya  clásico resultado:
Proposición  2.1  ([36]).  Toda 3-variedad  cerrada  y  orientable  admite  una
estructura  de  Poisson  regular de rango 2.
Usando  las  ideas  anteriores  se  ve  que  cualquier  nudo  fibrado  en  una  3-
variedad  da lugar  a  una  foliación con una  componente  de Reeb y una  compo
nente  de Reeb  modificada,  en la  que en lugar  de  tener  discos  aproximándose
al  toro  T2  se  tienen  superficies  orientadas  agujereadas  (las  superficies  de
Seifert  del nudo).
Es  en dimensiones  mayores  que 3 donde  las construcciones  de cirugía  son
una  herramienta  muy importante  para  “diseñar” variedades  con determinadas
propiedades  topológicas.  Luego contar  con  una  construcción  tal  compatible
con  las estructuras  de  Poisson nos permitiría  concluir  la  existencia  de  varie
dades  de Poisson  con  un  amplio  espectro  de  propiedades  topológicas.
3.  ESTRUCTURAS  DE  PolssoN  FIBRADAS
Hemos  visto  que para  llevar a cabo la  construcción  de cirugía  de la sección
anterior  en  3-variedades  de  Poisson no  es necesario  preocuparse  sobre  como
definir  el  tensor  de Poisson  en  la  nueva  variedad,  sino tan  sólo de  definir  la
foliación  por  superficies.
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No  es  difícil  proponer  una  construcción  de  cirugía  para  variedades  de
Poisson  que  extiende  la  suma  conexa  normal  para  variedades  simplécticas.
Sin  ser muy  específicos, usaremos  una  subvariedad  transversal  a  la  foliación
y  que  corta  a  cada  hoja  en  una  subvariedad  simpléctica.  Ello  nos permitirá
realizar  la  suma  conexa  normal  a  lo  largo  de  cada  subvariedad  simpléctica
(en  la  hoja  correspondiente),  demostrando  así  que  la  variedad  resultante
admite  una  estructura  de Poisson  determinada  (hasta  cierto  punto)  por  las
estructuras  de partida.
Veremos  que  si  se  adopta  el  marco  adecuado,  los  resultados  a  probar
resultarán  ser  generalizaciones  naturales  de  aquellos  de  Gompf  [24].
3.1.  Estructuras  de  Poisson  compatibles  en  fibrados
Sea  ir:  P  —+ Q un  fibrado  (siempre  localmente  trivial).
DefiniciÓn  3.1.  Decimos  que una  estructura  de  Poisson  A  en P  es  com
patible  con  la  estructura  de fibrado  si  las  hojas  simplécticas  de  A  son  las
fibras  de ir (luego las fibras son  conexas).  También  denominaremos  a la terna
(P,  ir, Ap)  como una  variedad  de Poisson  fibrada.
Si  P  es compacta  la  definición  anterior  equivale  a decir  que  el espacio de
hojas  es una  variedad  diferenciable  Q de modo  que  la  proyección  ir:  P  —+ Q
es  una  submersión.
Empezamos  por  recordar  que siempre  que  se tiene  una  foliación (regular)
se  puede  hacer  el  calculo  exterior  usual  en  los  fibrados  asociados  a  la  dis
tribución  que  define  la  foliación.  En  nuestro  caso  tendremos  una  fibración
localmente  trivial  ir:  P  —+  Q y el  fibrado  en  cuestión  en  el  que  estaremos
interesado  será  el  de vectores  verticales,  i.e.,  el  núcleo  de ir.  Hablaremos  de
campos  de vectores  y k-formas  verticales,  derivadas  de Lie  en la  dirección de
campos  de vectores  verticales,  y  derivadas  exteriores  de k-formas  verticales.
Denotaremos  el  conjunto  de k-formas  verticales  mediante  íb(P  —+ Q),
y  por  d.  la, derivada  exterior  vertical  (o simplemente  mediante  d  si no  hay
posibilidad  de  confusión).  Recordemos  que  se  puede  hacer  el  pullback  de
formas  verticales  mediante  morfismos  de  fibrados,  y  que  toda  relación  en
términos  de  derivadas  de  Lie  también  se  cumple  para  campos  de  vectores
y  formas  verticales  (porque  se  cumple  en  cada  fibra  y  define  una  sección
diferenciable  del fibrado  vectorial  correspondiente).
El  citado  cálculo  diferencial  no  es  sino  el  asociado  al  algebroide  de  Lie
que  la  fibración  (o más  generalmente  una  foliación)  define  [10].
Para  los  grupos  de  cohomología  del  complejo  (b(  —+  Q), d7r) em
pleamos  la  flotación  Hkb(P  —*  Q).  Se  tienen  las  correspondientes  aplica
ciones  de “olvido” f:  çk(p)   b(  —+ Q), y f:  Hc(P)  —+Hb(P  —÷ Q).
Es  mera  rutina  el  comprobar  que  una  estructura  de  Poisson  A  compa
tible  con  la  fibración  ir:  P  —*  Q viene determinada  por  una  2-forma  vertical
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cerrada  no  singular  Wp  E        —*Q) (luego [wp]  E  Hb(P  —*  Q)). Lla
maremos  a  Wp  la  2-forma  de Poisson  (o simplemente  la forma  de Poisson)
de  A.
Usaremos  determinados  resultados  de la  cohomología  Hb(P  —+ Q).
Comenzamos  por  recordar  que  en  una  variedad  riemanniana  cerrada  la
teoría  de Hodge  nos da  para  cada  k-forma  a  una  descomposición  única:
a=d/38ep,
donde  3  es  coexacta,   exacta  y  p  armónica,  y  las  tres  son  imágenes  de  a
mediante  operadores  diferenciales.
Se  tienen  resultados  similares para  la  teoría  de Hodge relativa  para  el par
(N,  K),  donde  N  es una  variedad  compacta  y  K  un  conjunto  cerrado  (para
formas  con  soporte  contenido  en N  —  K).  Una  consecuencia  obvia  es  que  se
tienen  los  resultados  anteriores  para  una  variedad  compacta  N  con frontera
no  vacía y  formas  con  soporte  en  el  interior  de  N  (basta  aplicar  teoría  de
Hodge  relativa  al  doble de la  variedad).
Cuando  ir:  P  —*  Q es una  fibración  localmente  trivial  y  P  cerrada,  se
puede  aplicar  teoría  de Hogde a  lo largo  de las fibras  para  obtener  la  misma
descomposición  de la  ecuación  (3.1)  para  k-formas  verticales.  Observemos
que  cualquier  métrica  en  P  restringe  a  una  métrica  en  cada  fibra  en  la  que
podemos  aplicar  teoría  de  Hodge usual.  El resultado  de  pegar  los correspon
dientes  operadores  en  cada  fibra  son  operadores  de proyección  diferenciales
ya  que  en  una  trivialización  estamos  simplemente  trabajando  con  familias
diferenciables  de  k-formas  y métricas.
Si  P  es compacta  y DF  0, la teoría  de Hodge  relativa  (P, DP) (usando
formas  cuyo  soporte  no  interseca  DP)  también  se  cumple  porque  en  cada
trivialización  (que  usamos  para  comprobar  la  diferenciabilidad  de  la  cons
trucción)  las fronteras  se  identifican  como conjuntos.
Una  consecuencia  de lo anterior  es que  para  ir:  P  —* Q localmente  trivial
y  F  cerrada  (resp.  compacta  con  DF  0),  una forma  vertical  cerrada  (resp.
una  forma  cerrada  cuyo  soporte  no  interseca  DP  y  por  tanto  se  anula  en
un  entorno  de  esta  frontera)  es  exacta  si  y solamente  si  lo es  a  lo  largo  de
cada  fibra  (resp.  exacta  con forma  potencial  anulándose  en un  entorno  de la
frontera).
También  se  infiere  que  para  una  familia  diferenciable  (compacta)  de  k
formas  verticales  exactas  se  puede  encontrar  una  familia  diferenciable  de
(k  —  1)-formas  cuya  derivada  exterior  es  la  familia  inicial.  Si  todas  las  k
formas  se  anulasen  en un  entorno  de la  frontera,  las  k  — 1-formas  también  lo
harían  en ese  entorno.
3.2.  Subvariedades  de  Poisson  transversales  fibradas
Una  subvariedad  de Poisson  [56] de una  variedad  de Poisson  (M, AM) se
define  como la terna  (P, Ap,  j), donde j:  (P, Ap)  —*  (M,  AM)  es un  morfismo
de  Poisson que  sumerge P  en M  sin autointersecciones.  Además  de éstas,  hay
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subvariedades  de una  variedad  de Poisson que  heredan  de modo  natural  una
estructura  de  Poisson  (la  foliación  induce  una  foliación  por  subvariedades
simplécticas  que  definen  una  estructura  de  Poisson),  aunque  la  inclusión
natural  no  es  un  morfismo  de  Poisson.  Consideraremos  subvariedades  de
variedades  de  Poisson  desde  este  punto  de vista  más  general.
Por  tanto,  una  subvariedad  de Poisson  de  una  variedad  de  Poisson  será
una  subvariedad  intersecando  las hojas en subvariedades  simplécticas  y here
dando  una  estructura  de  Poisson  (necesariamente  única)  a  partir  de AM.
En  nuestro  caso  nos concentraremos  en una  clase especial  de subvarieda
des  de  Poisson  compatibles  con la  una  fibración  dada.
Definición  3.2.  Sea  (M,  AM)  una  variedad  de  Poisson  de  dimensión  n  y
de  rango  d,  (P, Ap)  una  variedad  de Poisson  donde  P  es  compacta  y fibra
sobre  la variedad Q de dimensión  n —  d,  y A  es  compatible con la fibración.
Una  inmersión  sin  autointersecciones  j: P  —+ (M,  AM)  se  dice que sumerge
(P,  Ap)  como  una subvariedad  de Poisson  transversal fibrada  de (M, AM)  si:
i  j(P)  está  contenido  en  el conjunto  regular de  (M, AM).
u  j(P)  corta  transversalmente  las hojas  simplécticas  de  (M, AM).
iii  j(P)  hereda una  estructura  de Poisson  de (M,AM)  que coincide con
A.
La  existencia  de  una  subvariedad  tal  implica  que  las  hojas  simplécticas
de  (M, AM)  están  dispuestas  de  un  modo  “razonable”  en  un  entorno  de  la
subvariedad.  Para  ser  más  preciso:
Lema  3.3.  Si  j:  P  —+  (M,AM)  sumerge  la  variedad  de  Poisson  fibrada
(P,  Ap)  —+ Q en M  como  una  subvariedad  de  Poisson  transversal  fibrada
de  codimensión  r  de  (M,  AM),  entonces  su  fibrado  normal  (isomorfo  a  un
pequeño  entorno  tubular),’ con  la estructura  de Poisson  inducida,  es también
una  variedad de Poisson  fibrada sobre Q.
PRUEBA.  Para  cada  x  E P  denotemos  mediante  S()  a  la  hoja  simpléc
tica  de AM por  el punto  j(x).  AM1S(  es el inverso de una  forma simpléctica
WM(X)  en  Tj()S(),  Y Tj()(j(P)  fl Sj())M  —el ortogonal  simpléctico  de
Ij()(j(P)  fl  Sj)—  es un  r-plano  simpléctico  transversal  a  T()j(P),  por  lo
que  lo podemos  tomar  como modelo  de fibra  para  el fibrado  normal  v(P)  de
la  inmersión.  Es más  para  cada hoja  Sp  c P, la restricción  del citado  modelo
es  también  el modelo  para  la inmersión  de la hoja  correspondiente  Sp  c SM.
De  hecho  podemos  considerar  cualquier  estructura  compleja  compatible  en
el  conjunto  regular  de  (M,  AM)  y la  métrica  correspondiente  en cada  hoja.
fl  S(j(x)))-’w  es entonces  el ortogonal  de T3()(j(P)  fl  COfl
respecto  a  esta  métrica  a  lo largo  de  las hojas,  la  cual puede  ser  usada  para.
identificar  el  fibrado  normal  con  un  pequeño  entorno  tubular  de j(P).  Este
conjunto  abierto  hereda  una  estructura  de  Poisson  que  mediante  el isomor
fismo  trasladamos  al  fibrado  normal  (diferentes  isomorfismos,  dependiendo
de  la  elección  de  estructura  casi-compleja,  dan  estructuras  de  Poisson  iso
morfas).
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La  localidad  trivial  de *:  v(P)  —÷ Q se sigue de la  del  fibrado  de esferas
asociado,  que  es  una  variedad  compacta  (y  la  proyección  una  submérsión
sobreyectiva)                                                 E
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Sea  (M,  AM) una  variedad  de Poisson  de dimensión  n  y de  rango d.  Con
sideremos  (P, Ap)  una  variedad  compacta  fibrada  de  Poisson  de dimensión
u  —  2  sobre  el  espacio  base  Q, éste de  dimensión  n  —  d.
Supongamos  que tenemos  dos inmersiones (siempre  sin autointersécciones)
disjuntas  j:  P  —* M,  a =  1,2,  ambas  sumergiendo  (P, Ap)  como  una  sub
variedad  de  Poisson  transversal  fibrada  de  (M,  AM).  Asumamos  que  los
fibrados  normales  Va  (usando  el modelo  proporcionado  por  el lema  3.3 y con
siderando  la  orientación  inducida  por  la  estructura  de  Poisson)  tienen  clase
de  Euler  opuesta.  Después  de  identificar  Va  con  un  entorno  tubular  Va de
ja(P),  cualquier  isomorfismo  que  invierta  la  orientación  ‘4’: v  —  V  induce
un  difeomorfismo  :  Vi  — ji  (P)  —  V2 —  j2 (P)  que  preserva  la  orientación
de  las fibras  (los  planos),  como  la  composición  de   con  el  difeomorfismo
h(x)  =  que  manda  cada  fibra  sin  el  origen de “dentro  hacia  fuera”.
Definición  4.1.  Denotemos  como  #iM  a  la  subvariedad  diferenciable  fo
liada  que  se  obtiene  de  M  T  (ji(P)  U j2(P))  identificando  V1 — j1(P)  con
V2  — j2(P)  vía  la  composición h o
Si  M  es  una  unión  disjunta  M1 flM2  y  j  envía  P  en  Ma,  la  citada
variedad  será  llamada suma  conexa normal  de M1  y M2  a lo largo de P  (vía
h  o b),  y  usaremos  la notación  Mi#M2.
Es  fácil  comprobar  que  el tipo  de  difeomorfismo  (como variedad  foliada)
está  determinado  por  (ji,  j2) y la  identificación  invirtiendo  la  orientación
:  Vi  —+  V2  (salvo  isotopías  preservando  las fibras).  Una  vez que  las identifi
caciones  anteriores  han  sido  elegidas, las  (clases de)  posibles  elecciones están
en  biyección  con  [P, Si]   H1(P;  Z).
4.1.  Observaciones  topológicas
Si  partimos  de  una  orientación  ,a  en  (M,  AM),  ésta  determina  en  un
entorno  de  ja(P)  —junto con  la  estructura  de  Poisson— una  orientación  en
P,  y  esta  última  a  su  vez con  la  estructura  de  Poisson  restringida  wp  una
orientación  en  Q. Si las orientaciones  en  Q inducidas  de este  modo  por  las
los  entornos  Va coinciden,  entonces   induce  una  orientación  en  #M.
Hay  resultados  muy bien  conocidos sobre la topología  de M1#,,M2  (véase
[241).
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En  primer  lugar  #M  es  cobordante  (Con  cobordismo  orientado)  a  M.
Se  comprueba  al  identificar  en  el  cobordismo  trivial  M  x  [0, 1] entornos  de
ji(P)  y  j2(P)  en  el nivel  {1},  y  a  Continuación “redondeando  las  esquinas”
para  obtener  la  variedad  diferenciable  X  que  da  el  cobordismo.
En  consecuencia  los  números  de  Pontrjagin  (#M  orientado)  se  com
portan  aditivamente,  y en  el caso de  dimensiones  pares  las  formulas  para  la
característica  de Euler  y  la  signatura  son,  respectivamente:
(Mi#M2)  =  X(Mi)  + X(M2)  —  2(P).
=  a(Mi)  + cr(M2),  (#M  orientado)
Al  igual  que para  variedades  simplécticas,  si #M  está  orientada  la cons
trucción  de  cirugía  es  compatible,  eligiendo  las  trivializaciones  (“framing”)
adecuadas,  con estructuras  spin.
Así  pues  podemos  concluir:
Lema  4.2.  Si M  admite  una  estructura spin y H2(P;  Z)  no  tiene Z2—torsión,
existe  una  elección  de ‘J’ para la que  #M  admite  una  estructura  spin  que
extiende  la de M.
PRUEBA.  Véase  la  proposición  1.2 en  [24].                      0
4.2.  Observaciones  relativas  a  la  foliación  de  #M
Si  se parte  de  una  variedad  regular  transversalmente  orientable  M,  en
tonces  #M  también  es regular  y transversalmente  orientable  (orientabilidad
en  variedades  de  Poisson  es  equivalente  a  orientabilidad  transversal),  y  su
clase  de  Godbillon-Vey  CV(#M)  puede  ser  computada  en  términos  de  la
de  M.  En  particular:
Lema  4.3.  Sea M  transversalmente  orientable.  Entonces  GV(M)  =  O si y
solamente  si  GV(#,,M)  =  0.
PRUEBA.  Es  posible  vaciar  entornos  tubulares  fibrados  (cerrados)  Wa
de  ja(P)  tal  que  se  tenga  una  inclusión  i:  M  —  (W1  U W2)  —  #M,  y  un
entorno  de  la  frontera  de  M  —  (W1  U W)  sea  un  fibrado  sobre  P  (Con fibra
un  anillo).
La  anulación  de GV(M)  implica,  por  naturalidad,  la  anulación  de la clase
de  Godbillon-Vey  de M  —  (W1  U W2).  Como los “extremos”  fibran  sobre  P,
se  puede  escoger un  representante  3  de la  clase que  se anule  en ellos e inferir
la  existencia  de una  forma  ‘y anulándose  también  en  ellos  y  cuya  derivada
exterior  es  3.  Finalmente,  extendiendo  3  y  ‘y a  formas  fi y  ‘  definidas  en
se  tiene  d  =  ¡3, donde  [/3] =  CV(M).
Las  otra  dirección  se prueba  de un  modo  similar.
134  II.  UNA  NUEVA  CONSTRUCCIÓN  DE  VARIEDADES  DE  POISSON
4.3.  Construcción  de  la forma  de  Poisson  en  #M
El  objetivo  principal  es  construir  una  forma  de  Poisson  en  #M.  Para
ello  es necesario  modificar  ligeramente  la  construcción  previa.
Al  tener  que  definir  una  estructura  simpléctica  en  cada  una  de  las hojas
resultantes  es  más  conveniente  usar  en vez de  los  fibrados  normales  (cuyas
fibran  tienen  área  infinita),  los fibrados  v  de  discos  de  radio  irI2.  Com
ponemos   (que  podemos  suponer  invierte  la  forma  de  área  en  cada  fibra)
conla  aplicación
1        1/2
i(x)  =  (nIlx2  _i)  
que  envía  de  dentro  hacia  fuera  cada  disco menos  su  origen.
Hacemos  notar  que  Vi, V2 e  Y,  la  imagen  de  (y1 U y2)  x  [0, 1] en  X  (la
variedad  cobordismo  entre  M  y  #M),  son  fibrados  localmente  triviales
sobre  Q.
Cualquier  forma  cerrada  w E  íb(V1  U V2 —  Q) satisfaciendo  jw  =  jw
induce  una  forma  k   —* Q), que es  única  salvo una  elección de  k
forma  exacta  da, a  E í(V  —  Q) con soporte compacto,  donde   C #M
es  la  imagen  de Vi U V  en
Para  obtener  un  representante   en  esta  familia  se  contraen  entornos
disjuntos  de ja(P)  (conteniendo  V,°, la  imagen  de  v)  sobre ja(P),  y  se ex
tendiende  esta  aplicación  a una  retracción  diferenciable  p:  M  —* M  isotópica
a  la identidad,  que coincide con  la  identidad  fuera  de un  conjunto  compacto
de  V1 U V2, preserva  las fibras  de  Va, y conmuta  con 2  o  oj  en  Vi  y  V2.
La  k-forma  en cuestión  es  la  restricción  a  V  de la  inducida  en Y  por  p”w.
Diferentes  elecciones de retracción  darán  lugar  a dos  k-formas  cuya  dife
rencia  será  un  elemento de íb(V  —+ Q) con soporte  compacto.  La exactitud
de  esta  forma  cerrada,  tal  y  como  indicamos,  es  equivalente  a  su  exactitud
restringida  a cada fibra.  Esta  comprobación  se reduce  al proceso descrito  por
Gompf.  Recordemos  que  al  “redondear  esquinas”  para  obtener  Y,  podemos
pensar  que  se  han  añadido  nuevos  niveles  ,  i.e.,  tendríamos  una  aplicación
P2:  Y  —*  [0, 1 +  e] tal  que  el  nivel  1 +  e  es  V,  donde  las  circunferencias  de
radio  ir412  se identifican.  Según descendemos  de  1+e  al,  identificamos  cir
cunferencias  de radio  cada  vez más  pequeño hasta  que alcanzamos  el nivel  1
donde  ji  (P)  y 32(P)  son identificadas.  Los niveles correspondientes  a valores
menores  que  1 son difeomorfos  a  V1 U V2.
Dada  otra  retracción  p’,  para  evaluar la  diferencia de las k-formas
enviamos  la  subvariedad  de  dimensión  k  (posiblemente  singular)  so
bre  la  que  tenemos  que  integrar  a  una  homótopa  Mk  c  p  (1 +  e] (“empu
jando  para  abajo”),  de modo  que  esté  contenida  en p’([0,  1]) y  en  el  nivel
1  esté  contenida  en j1(P)  x  {1}.  A  continuación  se  corta  Y  para  deshacer
la  identificación  y se  proyecta  (Vi U y2)  x  [0, 1] —  Vi  U V  x  {0}.  La proyec
ción  de Mk  define  una  subvariedad  con  frontera  M  sobre  la  que  se  integra
—  pw.  Como las retracciones  son homótopas  a la  identidad,  tanto  pw
como  p”w representan  la misma  clase de homología  que w.  Este  hecho,  junto
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con  la  igualdad  jw  =  jw,  implica  que  fM’  w  =  O =  fM’ P1W —  W.
Luego  la  integral  de la  diferencia  se  anula.
Ahora  ya tenemos  todas  la  herramientas  para  demostrar  que  la construc
ción  de cirugía  funciona  para  variedades  de Poisson.
Teorema  4.4.  Sea  (M,  AM)  una  variedad  de Poisson  de  dimensión  ir  y  de
rango  d    2,  y  sea  (P, Ap)  una  variedad, cerrada  de  Poisson  de  dimensión
n  —  2  tal  que  A  es  compatible  con  la  estructura  de fibrado  ir:  P  -  Q,
donde  Q es una  variedad de dimensión  ir  —  d.  Sean ja: (P, Ap)  -4  (M,  AM),
a  =  1, 2,  dos inmersiones  disjuntas  de  (P, Ap)  que  lo sumergen  como subva
riedad  de Poisson  transversal fibrada de (M,  AM).  Supongamos  que  existe un
isomorfismo  invirtiendo  la  orientación  de los fibrados  normales  :  1,1 -4  1/2.
Entonces  #,iM,  la  suma  normal  conexa  a  lo  largo  de  ja(P),  admite  una
estructura  de Poisson  A  caracterizada  como sigue:
Dadas  identificaciones  disjuntas  3a:  1/a  -  Va  de  los  fibrados  normales
con  entornos  tubulares Va de j  (P)  que envían fibras  en hojas,  si denotamos
mediante  V  a la imagen de V1UV2 en #,iM,  V  es unfibrado  localmente trivial
con  base Q. Entonces  existe  una  única  clase  (salvo  isotopías  de fibrados)  en
V  conteniendo  elementos  w  satisfaciendo  la siguiente  caracterización:
(1)  Sea  k  cualquiera de  las  2-formas  inducidas  en  por  WM  (tal  y
como  hemos  indicado  previamente  al  enunciado  de  este  teorema).
Entonces  w —         —*  Q)  (que  es  cerrada)  tiene  soporte
compacto  y  es  exacta  (no  depende del representante).
(2)  Podemos  elegir  la identificación  3 : vi  —+ V1 c  M  (salvo  isotopía
(rel.  j1(P))  con soporte  compacto) de modo que la forma  de Poisson
WM  sea  SO(2)-invariante  en  V1° =  3i(v),  siendo  v  el fibrado  de
discos  abiertos  de radio ir112,  y  en el cierre de  cada fibra  de V  sea
simpléctica  con  área to independiente  de la fibra  (se puede  hacer una
isotopía  de  la inmersión  inicial  en  otra fijando  el  complemento  de
cada  disco de radio r  >  ir’/2).  Las formas  (1_s)WM+slr*wp,  0<
s  <  1,  son  todas  de Poisson  en  el cierre  de V.
(3)  Existe  una  2-forma  (vertical)  cerrada  (  con soporte  compacto  en
V2° =  j2(14), siendo 4 el fibrado de discos abiertos  de radio 7r112,
de  modo  que para  todo t  E  [O, t0]  la forma  WM  +  t  es  de Poisson
tanto  en V1 U y2  como  en j2(P).
(4)  Hay una  aplicación x: 2  —  2  (preservando  los discos)  isótopa a la
identidad  con  soporte  en  z4,  tal  que fuera  de  un  subconjunto  com
pacto  K  de V,  la  aplicación  p =  31 °  ,b o  i  °X  032:  V? —  ji(P)  —*
V°  —  j2(P)  (donde  ji  es  como  en  el punto  (2))  es Poisson  con res
pecto  a la forma  de Poisson  DM  =  WM  + to(  en M  (i.e,  se  modifica
la  inmersión  32 a x o j2).  La variedad #M  se  obtiene  a partir  de
(M  —  (K  Uj2(P)),17M)  pegando  a  través  de   (se  sigue  por  tanto
que  w  coincide  con  WM  en  la imagen  en #M  del complemento  de
V10uV20).
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Las  diferentes  elecciones  de  inmersiones  de  los fibrados  normales  están
conectadas  por  una  isotopía  que preserva  la clase  de isotopía  descrita  ante
riormente.
Finalmente,  la forma  w  depende de modo diferenciable  de WM,  oip  (y  por
tanto  de ji,  j2)  y puede  ser  construida  con cada Va, a =  1, 2,  incluido  en  un
entorno  preasignado  de j(P).
La  prueba  del  teorema  4.4 es  el contenido  de  los siguientes  apartados.
4.4.  El  operador  de  contracción
Recordamos  que  v(P)  es un  fibrado  con  grupo  estructural  SO(2).
Denotemos  mediante  r3:  v(P)  —* v(P),  O  a <  1,  a  la  multiplicación
por  s en cada  disco y sea X8 el correspondiente  campo  de vectores.  Como X3
es  un  campo  de vectores vertical,  se puede  definir el operador  1:  b(v(P)  —*
Q) -  —* Q) a través  de la  fórmula:
.1
1(p)  J (ix8p)ds
o
Al  igual  que  en el  caso no  paramétrico,  si p es cerrada  y jp  O entonces
dI(p)  =  p.  También  es  cierto  que  1  conmuta  con  cualquier  acción  que
preserve  la  estructura  de SO(2)-fibrado.
Corolario  4.5.  Sean  w1, w  dos formas  de Poisson  en v(P)  compatibles  con
la  estructura  de fibrado  v(P)  —+  Q, verificando jw1  =  joi2  e  induciendo
la  misma  orientación  en v(P).  Existen  Ui, U2 entornos  de P  en  v(P)  y  un
isomorfismo  1: v(P)  —÷ v(P)  isotópico  a la identidad  (rel P)  mediante  una
isotopía  con  soporte  compacto,  tal  que q:  U1 —÷  U2  verifica  *w2  =  oil.  Si
ambas  forman  ya coincidían  sobre un  compacto C  de P,  podemos asumir  que
la  isotopía  tiene  soporte  en  un  entorno preasignado  del cierre  de P  —  C.
Es  posible  elegir el isomorfismo   dependiendo  de modo  diferencia ble de
w1  y w2.  De  hecho si partimos  de dos familias  diferenciables W1,r,W2,r,  b <
r  Ç c  que coinciden  en un  entorno fijo  de un  compacto  dado  C,  y  construi
mos  isomorfismos  (aplicando  la  construcción  que  sigue)  b,  &  verificando
cIW2,b  =  W1,b  y  qw2,c  =  wi,,  entonces  existe  una  familia  diferenciable  r
que  cumple  «oi2,r  =  en  un  entórno  fijo  de  P  y  que  coincide  con  la
identidad  en  el  entorno  preasignado  del cierre  de P  —  C.
PRUEBA.  Como en la  prueba  del teorema  de  Darboux-Weinstein,  consi
deramos  la  2-forma  vertical   =  — wO y la  familia  oit  =  oiD +  t?1 (también
2-formas  verticales  cerradas).
Es  posible  encontrar  un  pequeño  entorno  de  P  en  el  que  las  oit  son  no
degeneradas  (porque  en P  ambas formas  inducen  la misma  orientación  en los
discos  normales  y por  la  compacidad  de  P).  Ahí,  sabemos  que   =  da,  con
a  =  I(’r),  y por  tanto  que  es posible  encontrar  una  familia  (diferenciable)  de
4.  LA  CONSTRUCCIÓN  PRINCIPAL:  CIRUGtA  DE  POISSON  137
vectores  verticales  1’  caracterizada  por  la  ecuación  iyw  =  —cv. Después  de
usar  una  función  meseta  apropiada,  esta  familia  1-paramétrica  define un flujo
global  W  en  i»’(P) que  fija  P.  Sin  más  que  computar  (Ww)  se concluye
que  Wwt  no  depende  de t  cerca  de P.
Si  las  formas  ya  coincidían  en  un  entorno  de  C,   se  anulará  en  dicho
entorno.
En  cuanto  a  las  familias  observamos  que  en  el  proceso  anterior  hay  una
elección  de  función  meseta,  y que  es  posible  unir  de modo  diferenciable  dos
elecciones  cualesquiera.                                         LI
Corolario  4.6.  Sea  (M, AM)  una  variedad  de  Poisson  de  dimensión  it  y
rango  d.  Sea  (P, Ap)  una  variedad cerrada de Poisson  regular  de dimensión
n  —  2  que fibra sobre la variedad Q de dimensión  n —  d,  y  tal  que A  es com
patible  con la  estructura  de fibrado.  Asumamos  que ja:  (P, Ap)  —+ (M,  AM),
a  =  1, 2,  sumerge  (P, Ap)  como  subvariedad  de  Poisson  transversal  fibrada
de  (M, AM)  (y  disjuntas).  Supongamos que ambos fibrados  normales  son tri
viales,  y sea ‘:  vi(P)  —+  v2(P)  un  isomorfismo  identificándolos  e invirtiendo
la  orientación  de las fibras  (si  los fibrados  son  triviales  existen  de  modo au
tomcíticos  isomorfismo  tanto  preservando  como invirtiendo  la orientación  de
las  fibras).  Entonces  #ipM  admite  una  estructura  de Poisson  A.
PRUEBA.  Podemos  identificar  cada  fibrado  normal  con  P  x  Jl2  de  modo
que  en  cada  disco  {z}  x  D  la  forma  de  área  dx  A dy  es enviada  a  dy A dx.
También  disponemos  de isomorfismos  .a:  P  X D  *  Va, a =  1, 2,  y i:  P)<
D—PxD.
El  punto  principal  es  que  como  ambos  fibrados  normales  son  triviales,
jjwi  +dxAdy  (resp.  jw  —dxAdy)  son estructuras  de Poisson  que restringen
a  Wa  sobre  P.  Por  tanto,  podemos  encontrar  un  número  positivo  ó >  O,
y  difeomorfismos  3a: P  X  D  +  Ua con  3w  =  jw1  + dx  A dy,  ijjw2  =
jw1  —dxAdy,UaC  Va entornos  de ja(P).  Componiendo   con la  aplicación
(r,  O) ‘—  (.162  — r2, O), que  invierte la  forma de área en cada fibra  y por  tanto
preserva  las  formas  de  Poisson,  definimos  de modo  evidente  una  estructura
de  Poisson  en  #M.                                           LI
En  la  construcción  anterior  la  estructura  de  Poisson  coincide  con  AM
en  M  — (ji(P)  U j2(P)).  Pero  será  necesario  permitir  perturbaciones  en un
entorno  de  una  de  las inmersiones  para  tener  unicidad  salvo isotopía.
La  traba  principal  para  resolver  el  problema  propuesto  en  el  teorema
4.4  es  que  en  general  no  es  posible  definir  una  estructura  de  Poisson  en  Va
inducida  por  Wa  y la  estructura  simpléctica  de los ortogonales  simplécticos,
a  menos  que  el fibrado  normal  sea  trivial.
Se  puede  superar  la  dificultad  anterior  como  sigue:  consideremos  v,  los
fibrados  de discos de radio  n’2,  e identifiquemos  los discos menos  su origen
componiendo  la  aplicación  i  con   para  obtener  8,  un  fibrado  de  esferas S2
con  grupo  estructural  SO(2)  cuyas  fibras  están  dotadas  de una  forma  de área
WS2  invariante  por  la  acción de 80(2),  y cuya  integral  vale  1 en  cada  una  de
las  esferas.
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Tenemos  dos inmersiones  i0:  P  —*  13, i<:  P  —+ 8  con 3i  =  ji,  32i  =
22•  Usamos  la  flotación  E°.=  13 — P  (resp.  E°°  =  13 —  Po).
Usando  las  ideas  de Thurston  (véase [41J, teorema  6.3)  se construye  una
2-forma  vertical   cuya  restricción  a  cada  fibra  el  la  anterior  forma  de  área:
para  ello se  comienza con una  forma $ en q:  13 —+ P  representando  el dual  de
Poincaré  de  Po y  cuya integral  en  cada  fibra  es  1 (en  cada  esfera transversal
a  P0).  Podemos  escogerla con  soporte  en un  pequeño  entorno  de P0 de modo
que  se anule  en P.  Tomamos  trivializaciones  hk:  q’(Uk)  —÷  Uk x 2  de  13 y
una  partición  de la unidad  Pk  subordinada  a {Uk}.  Como h1r,2ws2  —,8 =  daj
en  q1(Uk),  j  =  f(3  + d>k(pk  o  q)o,),  siendo  f  la  aplicación  de “olvido”
f:  í12(8)  —  fib(5  —+  Q), satisface  nuestras  demandas.  El  resultado  de
promediar   —  q”j  (ambas  q, i0 son levantamientos  de  id:  Q -  Q) bajo  la
acción  de  SO(2)  es una  2-forma vertical  SO(2)-invariante,  a  la  que  todavía
llamaremos  i.  Dicha  forma  réstringe  a  la  forma  de  volumen  canónica  en
cada  esfera que  además  verifica i,rj  =  O.
Es  posible  elegir  para  que IE°  extienda  sobre  y1 a una  2-forma  vertical
cerrada  que  sea  simpléctica  en los planos  (las  fibras).  Tan  sólo necesitamos
tomar  /3 con soporte  fuera  de  P,  tal  que  en  la  intersección  de ese  entorno
con  q_i(Uj)  (U  contractible)  ak  se  define  como  hir,2a’,  donde  a’  verifica
da’  =  wg2  en  ese  entorno.  En  particular,  la  restricción  de  la  1-forma  a  =
—  )dO  E  — {O}) (dada  en coordenadas  polares)  al  disco de radio
1/2  admite  una  extensión  a una  forma  a’  en  S2 — {O} con  da’  =  W52.
Las  formas  w  =  q*jwl  + trj son  no  degeneradas  para  O <t  <  t1 ya  que,
tal  y  como Thurston  ha  observado,  q*jwi  es no  degenerada  en el  ortogonal
al  espacio  tangente  a las esferas  (que no  depende  de t  pues está  determinado
por  j).
Para  una  elección de  que extienda  a u1 tal  y como acabamos de describir,
las  formas wt  serán  simplécticas  cerca del cierre de E°   u10 en  u1, para  ti   t
suficientemente  pequeño.
4.5.  Comparación  de  las  estructuras  de  Poisson  en  13, E°  E°°
Una  vez definida  la  familia  anterior  de 2-formas  cerradas  no  degeneradas
en  8,  quisiéramos  comparar  una  de ellas  con  aquellas  definidas  en E°   u10
y  E°°   v°  que  provienen  de  w1 y W2.
De  acuerdo  con el  corolario  4.5  para  cada  t  podemos  encontrar  entornos
(W,w)  de  Po,  y  (W,w)  de  P,  que  son  Poisson  equivalentes  a  ciertos
entornos  (dependiendo  de  t)  de  (ji(P),wi)  y  (j2(P),w2).  Pero  nada  nos
garantiza  que  para  algún  valor de  t  se  tenga  que  8  W  U W.
Para  solventar  esto nos inspiramos  de nuevo en la construcción  de Gompf:
en  E°  consideramos   =  I(rj)  y se definen los  campos  de vectores  verticales
Yt,  O <  t  <  t1  a  través  de la  condición iyw  =  —  (también  están  definidos
en  un  entorno  del  cierre  de  si i  se  eligió  con  extensión  a  vi).  La  propiedad
crucial  es  que  estos  campos  de  vectores  son  SO(2)-invariantes.  Para  un
to  fijo,  el  flujo  ‘I’t, totalmente  determinado  mediante  la  condición  de  que
4.  LA  CONSTRUCCIÓN  PRINCIPAL:  CIRUGÍA  DE  POISSON  139
sea  la  identidad  para  t  =  t0,  es  SO(2)-invariante  y  por  supuesto  verifica
=  Wt0.
En  principio  se tiene  que  para  cualquier  conjunto  compacto  K  E E°  que
sea  SO(2)-invariante,  existe  un  intervalo  J  de to  en  (0, ti]  en el  que  el flujo
4:  K  x  J  —  E°  está  definido.  Pero se  puede  demostrar  que  J! está  definido
en  E°  x  [fo, ti].  Cualquier  punto  x  en E°  determina  una  SO(2)-orbita  en su
fibra  y  por  tanto  un  disco D(x).  Se define:
A(x)=f  
D(x)
y,
At(x)=f  Wt,
D(x)
donde  se  ha  hecho “pull-back”  de las  formas  al  disco.
La  aplicación  A:  E°  -4  [0,1)  es  una  submersión  diferenciable,  propia,
SO(2)-invariante  y  que  verifica  A(x)  =  tA(x).  Dado  x  E E°,  to E  (0, t1]  y
K  =  D(x),  se obtiene  como antes  un  flujo en  D(x).  Llamemos  D(W(x))  al
disco  cuya  frontera  es  la  SO(2)-orbita  de  ‘I’t(X) (coincide  con
Se  tiene:
tA(W(x))  =  At((Wt(x)))=f      wt
D(Wt(x))
=  f       = f   wt =  f    Ww0 =  toA(x),
‘IJt(D(x))       D(x)         D(x)
Luego  podemos  concluir  que A(lIJt(x)) =  A(x).  Como A,  que es propia,
disminuye  a  lo  largo  de  las líneas  de flujo  (con  t  aumentando),  estas  líneas
de  flujo  no  pueden  abandonar  E°  lo  que  implica  que  4  está  definida  en
E°  x  [to,t1].  La  desigualdad  A(W1(x))  <   supone  que  eligiendo  to  sufi
cientemente  pequeño  W1 envía E°  en un  entorno  tubular  cualquiera  prefijado
de  P0.  En  particular  escogemos to de  modo  que  ‘P  (E°)  c  W.  Por  tanto
3it1  envía  (E°,w0)  dentro  de (31Wt1(E°),ú1).  De hecho,  para  una  elección
apropiada  de   el morfimo  de  Poisson  W1  extiende  a  un  entorno  del cierre
de  E°,  lo que  permite  extenderlo  a  su  vez a un  difeomorfismo  Wt1:  vj  —* 1’
isotópico  a  la  identidad  mediante  una  isotopía  con  soporte  compacto  (pero
solamente  Poisson  en un  entorno  del cierre  de  E°   i4)
La  restricción  de cada wt a P  induce  también  una  estructura  de Poisson,
aunque  en  general  iWt   jw2.  Se  puede  modificar  w2 en  un  entorno  de
32(P)  (w2 no  ha  estado  involucrada  en  toda  la  construcción  previa)  para
que  la igualdad  anterior  sí  se  de:  se  toma   13 —  .13 una  aplicación  SO(2)-
equivariante  levantando  id:  P  —  P,  tal  que   fija  un  entorno  de  P  y
colapsa  un  entorno  de  P0 a  Po.  La  composición  de  la  restricción  de  j
a  con   puede  ser  extendida  a  una  aplicación  ).  de  un  entorno  cerrado
U2  de  V2° en  V2 (un  entorno  de  0U2 es enviado  a  Po).  Podemos  modificar
la  estructura  de  Poisson  de  (U2,w2)  c  (V,w2)  (sin  modificar  la  foliación
simpléctica),  añadiendo  a W2 una  2-forma vertical  cerrada  =  (tal  que w2 + (
140  II.  UNA  NUEVA CONSTRUCCIÓN  DE  VARIEDADES DE  POISSON
es  no  degenerada  (y por  tanto  Poisson)  y   se  anula  en  un  entorno  de  &U2
en  U2.
Denotemos   =  ).  Existe  t2 >  O (por la compacidad  de P) tal  que para
todo  O  t   t2,  =  w2  +  t  es no  degenerada.  Para  resolver  el problema
simplemente  necesitamos  elegir nuestro  to previo  más  pequeño  que t2  (y usar
por  supuesto  M  WM  +  toÇ.
Por  tanto  es  posible  pegar  definiendo  una  forma  de Poisson  w en  que
satisface  todos  los  requerimientos  del  teorema  4.4.  Siendo  más  precisos,
podemos  encontrar  una  aplicación  x: E°°  —*  E°°  isotópica  a  la  identidad
mediante  una  isotopía  (rel  P)  con soporte  en  z4, y Poisson  con  respecto  a
las  formas   y  w  +  to,  en  un  entorno  U  de  P  (la  aplicaci6n  admite
una  extensión  a  un  difeomorfismo  de  y2  isotópico  a  la  identidad).  Se  pega
empleando  la  aplicación  32 °  x °  i  °  °  o   V?  —*  V20, donde  inter
pretamos  ‘Pt1  y  x como difeomorfismos de  los fibrados  normales  (en  vez de
tener  dominio  en  el  fibrado  de  esferas  5).  Las  inmersiones  que  finalmente
empleamos  son 3 o  y modificamos  2  componiendo  por  la  derecha  con
x:  1/2 —  ‘2
La  única  condición  que  falta  por  verificar  es  que  la  diferencia  [u  —
(que  por  construcción  tiene soporte  compacto)  es exacta.  Como  lo podemos
demostrar  fibra  a  fibra  basta  verificar  que
(u  —   F)  =  O, VF E H2(Ñ,  Z),             (4.13)
para  todas  las fibras  Ñ de  —*  Q. Esta  vez no  escribimos  la  demostración
de  la  igualdad  (4.13)  porque  es  palabra  por  palabra  el  enunciado  probado
por  Gompf  ([24]  pág.  547-548).
En  cuanto  a  la  unicidad,  si w  E  Hb(f7  —+  Q), t  e  [0, 1], es  una  familia
diferenciable  cualquiera  de  formas  de  Poisson  tal  que  0)t  —  son  exactas
y  con  soporte  compacto,  las  formas  wt  —  u0  son  exactas  en  cohomología
con  soporte  compacto  (es  posible  encontrar  un  compacto  común  W  de  V
conteniendo  todos  los  soportes).  De  ello se  sigue la  posibilidad  de encontrar
una  familia  at  de  1-formas  con soporte  compacto  para  las que  Wt  =   (Wt  —
u0)   lo  que  permite  aplicar  el  teorema  de  Moser  [45]  para  mostrar
la  existencia  de  una  isotopía  con  soporte  en  W  c  V que  envía  mediante
pullback  la  familia  inicial  a  u0.
La  clase  de  isotopía  de la  2-forma  de Poisson  construida  está  totalmente
determinada.  Una  elección  diferente  de t  <  to  puede  ser  absorbida  usando
la  versión  parametrizada  del  corolario  4.5.  Igualmente,  si  en  vez de  tomar
la  2-forma  ?  de  la  construcción  anterior  hubiésemos  escogido  ,  la  familia
=  sri  +  (1 —  s)  es  válida  para  que  se  le  aplique  la  construcción,  y pode
mos  aplicar  el mismo corolario  a la  familia  resultante  de difeomorfismos  
Cualesquiera  otras  elecciones  que  se  han  hecho  pueden  ser  conectadas  me
diante  familias  diferenciables,  y  lo  mismo  ocurre  si  cambiamos  las  inmer
siones  de  los  fibrados  normales  (preservando  las  foliaciones)  o   por  otros
representantes  que  sean isotópicos  a  éstos.
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No  sólo la construcción  —a pesar  de las diferentes  elecciones que  se hacen—
determina  una  única  clase  de  isotopía  de 2-formas  de  Poisson,  sino  que  re
cíprocamente,  cualquier  2-forma  w  que  verifique  las  cuatro  condiciones  del
enunciado  del  teorema  4.4  está  en la  misma  clase  de  isotopía.
Empleamos   para  recuperar  el fibrado  de  esferas  13 y  las  inmersiones
modificadas  para  definir  en  .13 una  2-forma  de  Poisson  Wt0  que  es  SO(2)-
invariante  y que  coincide  con wM  en  V°  y con WM cerca  de j2(P).  Notamos
que  está  2-forma  es de  nuevo  el resultado  de  aplicar  la  construcción  anterior
para  ij  =  .(t0  _q*wP)  y Ii  =  to.  La SO(2)-invariancia  implica  que  las fibras
son  w0-ortogonales  a P,  con lo que   resulta  ser no  degenerada  en las fibras
en  P.  La  no  degeneración  de wt  en  P  , (t   to)  se  sigue  de  la  condición
(3)  aplicada  primero  a  TP.  Es  posible  extender   a  ji  contrayendo  la
inmersión  3i:  vi  —*  M  (rel E°)  si fuera  necesario  (la no  degeneración  es  una
condición  abierta).  Aplicando  la  construcción  a  la inmersión  de  la  condición
(2)  (contraída  (rel  E°)  en  caso  de  ser  necesario),  para  tiempo  t  =  to  se
obtiene  la  misma  inmersión  (t0  =  id)  pues  la  forma  inicial  ya  era  Poisson.
Lo  mismo  ocurrirá  para  la  segunda  inmersión  (la  corrección  x en este  caso
es  la  identidad),  siempre  que  escojamos  la   dada  que  define &M,  en vez de
elegir   =   De  ello  se  deduce  que  la  aplicación  que  realiza  el  pegado
coincide  con  cerca de  j2(P).
Existe  un  problema  con la elección de ,  pues  muy  bien pudiera  no  ser de
la  forma  )*i7,  donde  )  extiende  la  restricción  de j1  a  y20 (aunque  se  tiene
j(  =  jc,Øi/,  y  se puede  asumir  que   se  anula  fuera  de  32(8 —  Po)  =  Ve).
Es  necesario  mostrar  que  las formas  w  y w’,  esta  última  construida  usando
=   son  isotópicas  (mediante  una  isotopía  que  fija  el complementario
de  un  conjunto  compacto  en  y),  y  esto  se reduce  a  mostrar  que  las  formas
construidas  usando   =  sc’  +  (1 —  s)C  satisfacen  la  condición  1 del teorema.
Exactamente  las mismas  ideas  que usamos  para  verificar que  (k  — w,  F) =
O,  VF E  H2(Ñ; Z)  (véase  124] pág.  549),  dan  el resultado  buscado.
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Sea  (M, AM)  una  variedad  de  Poisson  que  por  simplicidad  asumimos
orientable.  Un  invariante  importante  de la  estructura  de  Poisson  es  la  clase
modular  [57].  De  un  modo  impreciso  podemos  describirla  como  la  obstruc
ción  a  la  existencia  de  una  medida  transversal  invariante  por  la  acción  de
todos  los campos  hamiltonianos.
La  clase  modular  es un  campo  de vectores  que  pertenece  al  primer  grupo
de  la  cohomología  de  Poisson  de  (M, AM) (véase  [54]).  Para  cada  forma  de
volumen  t,  un  campo  de  vectores  (una  derivación)  que  representa  la  clase
modular  queda  definido  mediante  la  fórmula:
:  f  -+  div,LXf,
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donde  X  es  el vector  hamiltoniano  asociado  a  f  y div  la  divergencia  con
respecto  a
Úna  variedad  de  Poisson  cuya  clase  de  Poisson  se  anula  es  llamada  ‘uni
modular.  De  la  expresión  anterior  se  deduce  trivialmente  que  una  variedad
de  Poisson  orientable  es  unimodular  si  y  solamente  si existe  una  forma  de
volumen  invariante  por  la  acción  de todos  los campos  hamiltonianos.  Como
—al menos en  el conjunto  regular— toda  forma  de volumen  es el  producto  ex
terior  de la  forma  de  volumen  de  Liouville a  lo largo  de cada  hoja  (siempre
invariante  por  los campos  hamiltonianos)  y una  forma  de volumen  transver
sal,  la  invariancia  de  esta  forma  de  volumen  transversal  es  equivalente  a  la
de  la  forma  de  volumen  total  (por  ello hemos  hablado  de  la  clase  modular
como  la  obstrucción  a  la  existencia  de  una  forma  de  volumen  transversal
invaÉiante).
Asumamos  que  #M  está  orientada.
Proposición  5.1.  Si  (#,M,A)  unimodular  entonces  (M,AM)  tambie’n lo
es,  pero  el recíproco no  es  cierto.
PRUEBA.  Empezamos  por  observar  que  si  (N,  AN)  es  una  variedad  de
Poisson  orientada  y  U  un  abierto  de  N  tal  que  (U,ANIU)  es unimodular,
entonces  (N,  AN) será  unimodular  si alguna  de las formas  de volumen  invari
antes  en  (U, ANIU) admite  una  extensión  a  una  forma  de volumen  invariante
en  (N,AN).
Veremos  que  también  hay  ejemplos  de  variedades  (N, AN)  unimodulares
para  las que  no  todas  las formas  de volumen  invariantes  en  un  determinado
abierto  extienden  a  formas  de volumen  invariantes  en  (N,  AN).
En  caso  de que  (N, AN)  sea  una  variedad  de  Poisson  fibrada  y  U  corte
cada  hoja  en  un  abierto  conexo  (no  vacío),  entonces  cualquier  forma  de
volumen  en  (U, ANIU) extiende  a  una  única  forma  de volumen  invariante  en
(N,  AN)  [57].  Una consecuencia  elemental  es que  en una  variedad  de Poisson
general  (N,  AN) si tomamos  un  cerrado  V  contenido  en un  abierto  U, tal  que
U  (conexo)  está  fibrado  y V  interseca  cada fibra en un conjunto  no vacío cuyo
complementario  en  la  fibra  es  conexo,  entonces  (N,  AN)  es  unimodular  si  y
solamente  sí  (N  —  V,  ANIN_v)  es  unimodular.  Un  corolario  de  esto  es  que
cualquier  perturbación  del bivector  de Poisson en V  que  preserve  la foliación
no  afecta  a  la  unimodularidad  (resp.  no  unimodularidad)  (N,  AN).
De  lo anterior  se  deduce  que  la  unimodularidad  de  (#M,  A)  implica  la
de  (M,AM).
Si  comenzamos  con  (M,  AM) unimodular,  al fibrar  Va sobre  Q, cualquier
forma  de  volumen  en  (M,  AM)  determinará  un  par  de  formas  de  volumen
en  Q.  Es  obvio  que   A)  será  unimodular  si  y  solamente  si  existe
una  forma  de volumen  invariante  para  la  que  ambas  formas  inducidas  en Q
coinciden.
Aunque  en general  esto no  ocurrirá  (y acabaremos  la prueba  de la proposi
ción  construyendo  contraejemplos),  pasamos  a  describir  una  situación  en la
que  sí se  da  esta  circunstancia.
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Definición  5.2.  Sea (M,AM),  (P,A)  y  j1: (P,Ap)  —*  (M,AM)  como  en
el  teorema  .4... Asumamos  que ji(P)  tiene fibrado  normal  trivial.  Una  vezfi jada  una  trivialización   del flbrado  normal,  podemos  aplicar  la  construc
ción  de ciruyia  a la unión  disjunta  de (M,AM)  con (M,AM).  Denotamos  la
variedad  correspondiente  mediante  (M#,,  M,  AM #AM)
Corolario  5.3.  Sea  (M, AM),  (P, Ap)  como  en  la  definición  anterior.  En
tonces  (M, AM)  es unimodular  si y  solamente  si (M#,1,M,  AM#AM)  es uni
modular.
Para  construir  contraejemplos  empezamos  por  probar  el  siguiente  lema:
Lema  5.4.  Existe  variedades de Póisson  fibradas  (de hecho fibrados simpléc
ticos)  con  abiertos  para  los  que  hay formas  de  volumen  invariantes  que  no
extienden  a formas  de  volumen  invariantes  en toda  la variedad.
PRUEBA.  La  idea es comenzar  con  nuestro  conjunto  abierto  fibrado  para
a  continuación  identificar  varias fibras  en  una  sola  (de  modo  que  estaremos
imponiendo  restricciones  sobre  la  forma de  volumen  en el  espacio  base  de la
que  tenemos  que  hacer  pull-back).
Consideramos  la variedad  de Poisson fibrada  S21  x D2 —  S21,  donde
D2  es el correspondiente  disco cerrado  unidad  con su forma  simpléctica  usual
(téngase  en mente  el caso ri  1).  Para  cada punto  de S2’  consideramos  su
imagen  mediante  la  aplicación  antipodal  e identificamos  las fronteras  de los
discos  correspondientes  vía una  reflexión  (digamos,  en el eje y)  ry:  S1  —* S1.
La  variedad  resultante  es  un  fibrado  simpléctico  sobre  JJ2nl  con  fibra  la
esfera  con  su  forma  de  área  usual  (otro  modo  de  construirlo  es  considerar
c  j2n  c  j2n+l  tomar  un  entorno  tubular  cerrado  de  radio  fijo  de
s—1 c Jft21,  identificar  su frontera  empleando  la  aplicación  antipodal,  y
finalmente  reescalar  la forma  de área).  Si borramos  los ecuadores  de todas  las
fibras  obtenemos  el  fibrado  de discos  iniciales.  En  este  subconjunto  abierto
las  formas  de  volumen  invariantes  provienen  de formas  en  S21,  pero  sólo
aquellas  invariantes  por  la  aplicación antipodal  en  S2’  extienden  a formas
de  volumen  invariantes  en toda  la  variedad.
Existe  un  tercer  modo  de  construir  estas  variedades  comenzando  por  la
variedad  de  Poisson  final,  y que  además  nos da  muchos más  ejemplos:  elegi
mos  (Q, G, (F, w), p)  donde  Q es una  variedad  compacta,  G  es  un  subgrupo
normal  de iri(Q)  de índice  finito y  p es una  representación  de K  =
en  el  grupo  de  simplectomorfismos  de  (F, )  tal  que  hay  puntos  en  F  con
estabilizadores  triviales.  Q,  la  cubierta  de  Q asociada  al  subgrupo  G  es
un  fibrado  con grupo  estructural  K,  y podemos  construir  el fibrado  asociado
a  la  representación  p  por  simplectomorfismos.  La  variedad  resultante  M  es
un  fibrado  simpléctico  y  por  tanto  una  variedad  de  Poisson;  como fibrado,
al  tener  grupo  estructural  finito  posee  la  propiedad  de levantamiento  único.
Fijamos  un  punto  base  xo  de  Q y un  punto  z  en la  fibra  sobre  XO con  esta
bilizador  trivial.  El  levantamiento  comenzando  en  z  de  todas  las  clases  de
caminos  iri(Q,  xo)  da  una  inmersión  de  QG en M  (transversal  a  las fibras).
En  la  fibra  sobre  x0,  los puntos  próximos  a  z  tienen  estabilizador  trivial  lo
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que  implica  que  el fibrado  normal  a  la inmersión  de QG es trivial.  Podemos
incluso  tomar  un  entorno  tubular  que  sea  el  resultado  de  empujar  un  pe
queño  disco en la  fibra  centrado  en z  usando  la  propiedad  de  levantamiento
único  trivial,  lo que da un  subfibrado  simpléctico.  Es evidente  que  las formas
de  volumen  invariantes  en  este  pequeño  entorno  tubular  de  QG que  extien
den  a  formas  de  volumen  invariantes  en  toda  la  variedad  son  aquellas  que
provienen  de  formas  de volumen  en  QG invariantes  por  la  acción  de K.  E
Ahora  ya  estamos  en condiciones  de  probar  la  proposición  5.1:
Para  construir  el contraejemplo  empezamos  con  dos  copias  de  las  fibra
ciones  simplécticas  (Q, G, (F, w), p)  —÷ Q del lema  5.4  (con F  una  superficie)
y  consideramos  en ambas  la  misma  inmersión  de  QG.  A continuación  se  fija
una  forma  de  volumen   en  QG que  desciende  a  Q.  Escogemos  un  punto
z  E  QG  y  consideramos  un  difeomorfismo  f  QG  —÷  QG  homotópico  a  la
identidad  (rel  z)  que sea  la  identidad  en los restantes  puntos  de la  órbita  de
z  (por  la  acción  de  K)  y  que  no  preserve  p  en  z.  Identificamos  ambas  in
mersiones  de Qa en M  a través  de f  y hacemos  suma  conexa normal  usando
cualquier  “framing”  J  para  así  obtener  una  variedad  que  no  es  unimodular.
Si  lo  fuese,  una  forma  de  volumen  invariante  induciría  una  forma  de  volu
men   en  QG invariante  tanto  por  la  acción  de  K  como por  la  acción  de
K  conjugada  con  f,  pero  esto  no  puede  ocurrir  en el punto  z.  E
6.  VARIEDADES  DE  PolssoN  CON  GRUPOS  FUNDAMENTALES  ARBI
TRARIOS
Usando  los  resultados  previos  es  posible  probar  el  teorema  para  varie
dades  de Poisson  regulares  enunciado  en la  introducción,  y  que  extiende  un
resultado  fundamental  de  Gompf.
PRUEBA  DEL  TEOREMA  1.2.  Como  ya  comentamos  en  la  introducción
tan  sólo es  necesario  probar  el  caSo n  =  5,  d =  4,  ya que  el caso  par  es  con
secuencia  del  trabajo  de  Gompf  (multiplicando  sus  variedades  simplécticas
por  esferas  de la  dimensión  apropiada),  y el los  impares  de dimensiones  ma
yores  se  siguen  de multiplicar  el de dimensión  5 por  variedades  simplemente
conexas  de  la  dimensión  apropiada.
En  primer  lugar  es útil  recordar  la  prueba  de  Gomfp:  comenzamos  con
una  4-variedad  simpléctica  cerrada  T2 x  tal  que  G  se obtiene  colapsando
ciertos  caminos  del  grupo  fundamental  (añadiendo  relaciones).  La  forma
simpléctica  se  elige para  que  estos  caminos  sean  curvas  simples  de determi
nados  toros  simplécticos  sumergidos.  El  punto  crucial  es  que  las  variedades
que  se  pegan  a  lo largo  de  estos  toros  sumergidos  (mediante  suma  conexa
normal)  son  superficies  elípticas  racionales  (a  lo  largo  de una  de  sus  fibras
regulares),  y el grupo  fundamental  de la variedad  resultante,  que  no depende
de  la  elección de “framing”, es el inicial  con la  homotopía  de estos  toros  anu
lada.
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Es  conveniente  recordar  cómo es la topología  de estas  variedades  elípticas
racionales.  Son difeomorfas  a  C112 #  (—CIP2) y  un  modelo  se  puede  cons
truir  explotando  nueve puntos  en CIP2 en posición general  (donde  dos cúbicas
genéricas  se  cortan).  Se  obtiene  así  una  fibracián  p:  CIP2 #  (—CIP2) —* CTP’
cuyas  fibras  son  el  pincel  de  cúbicas  generado  por  las  dos  dadas  (un  pin
cel  de  Lefschetz  holomorfo).  La  fibra  genérica  es  una  cúbica  diferencia
ble  (topológicamente  un  toro)  y  también  se  tienen  12 fibras  singulares  que
topológicamente  son esferas  con un  punto  de auto-intersección  (el resultado
de  colapsar  una  curva  regular  que  no  separa  en  la  fibra  genérica).  Es  fácil
comprobar  que  el complemento  de una  fibra  regular  es  simplemente  conexo:
de  un  modo  impreciso,  el  complemento  fibra  sobre  un  disco por  lo que  sólo
hay  que  ocuparse  de la  fibra.  Siguiendo  la  descripción  de R.  Kirby  en  [33],
se  ve  que  dicho  complemento  se  puede  construir  comenzando  con  x  T,
T2  =  (a)  x (5); extender  la  fibración  a un  disco mayor  (en  CIP1) que contenga
una  fibra  singular  equivale a  pegar una  2-asa (con un  determinado  “framing”)
sobre  uno  de  los dos generadores  a  o b (hay  12, y 6  de las cirugías  se hacen
sobre  a  y las otras  6 sobre  5).  El último  paso  es pegar  un  entorno  de la fibra
regular  sobre  oo E  CIP’. Por  tanto  cualquier  camino  contenido  en  una  fibra
es  trivial  en p’(CP’  —  {O, oo}).
La  construcción  de la 5-variedad  de Poisson M  con  iri(M)   G comienza
con  la elección de una  de las 4-variedades  simplécticas  de Gompf  (MG,wM0)
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con  lrl(MG)  =  G.  Podemos  asumir  que  MG =  NG#CIP2  # (—ClP) y  que la
fibra  eliminada  es p’(oc).
En  un  primer  momento  consideramos  M1  =  MG x S1 con la estructura  de
Poisson  producto  (la  2-forma  vertical  PWMG,  a  la  que  denominamos  wM0).
En  MG  la  fibra  p  (O) =  T  es  un  toro  simpléctico  sumergido  trivialmente
(con  fibrado  normal  trivial)  con  forma  simpléctica  wO.  Sea  M2  =  T  x  S3
con  la  estructura  de  Poisson  producto  —con factores  wo  y  la  estructura  de
Poisson  de  s  determinada  por  la  foliación  de Reeb  y la  forma  de volumen
usual— y  sea  k  c  S3 el  nudo  trivial,  que  es  una  subvariedad  de Poisson  de
S3  transversal  a la  foliación.
Las  variedades  de  Poisson P1 =  T  x S1 c M1, P2 =  T  x k  c  M2, son am
bas  subvariedades  de Poisson  transversales  fibradas  sumergidas  trivialmente.
Cualquier  identificación  de  k  con  el factor  S’  de P1 identifica  P1 y P2 como
variedades  de  Poisson.  Cualquier  identificación  entre  sus  fibrados  normales
no  permitirá  construir  la  correspondiente  suma  normal  conexa.  En  esta
situación  particular  disponemos  de “framings”  canónicos;  el  de  P1 proviene
de  la  proyección p:  CIP’2 #  (—CIP2) —+ CIP’ y el de P2 del framing  O del nudo
trivial.  Si  usamos  este  “framing”  y  {a, b, s}  como  base  de  H3(T  x  S’; Z)
(la  elección  de  s  depende  de la  orientación  elegida  para  M1),  cualquier  otro
“framing”  vendrá  dado  por  una  terna  (1k, 12,13) E Z3.  Denotaremos  la corres
pondiente  variedad  de Poisson  mediante  Ml#(111213)M2.
El  cómputo  del grupo  fundamental  de  dichas  variedades  es  mera  rutina,
pero  lo  describiremos  porque  estas  no  son  exactamente  las  variedades  que
buscamos.  Como  siempre  en  estos  casos se  aplica  el  teorema  de  Seifert-Van
Kampen:
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Denotamos  mediante  D1 al disco  unidad  contenido  en en CIP’ y tomamos
W2  =  k  x D2 un  pequeño  entorno  tubular  de k  en S3.  Sean V1 =  p’(D-)  x
S’,  V2 =  T  x  W2.  Se  tiene  M1 —  V1  =  (MG  —  p’(D1))  x  S1,  y  ir1 (M  —
p(Di))  tiene  los mismos  generadores  que  iri(MG)  y las mismas  relaciones,
excepto  la  que  asegura  que  el  camino  á,  un  levantamiento  de  c  =  D1,  es
trivial.  7r1 (M2  —  y2)  es  el  grupo  libre  generado  por  a, b  y  por  el  camino
¡3  =  D2  generando  la  homotopía  de  S3  —  W2.  Se  sigue  que  el  camino  s
generando  la  homotopía  de  S’  en  (MG —  y1)  x  S’  va a  una  curva  isotópica  a
k  + 13/3. Las  curvas  a, b C T  x {x} C  M  —  V2 se ven  como las curvas  simples
correspondientes  generando  la  homología  de  una  fibra  sobre  un  punto  en
D1,  más  algún  múltiplo  de &. Por  último,  los caminos  & y ¡3 se identifican.
Es  probable  que  la  variedad  que  hemos construido  no  tenga  el grupo  fun
damental  que  buscábamos  pues nada  nos asegura  que & sea contractible,  pero
en  cualquier  caso  hemos  convertido  el problema  de “matar”  el generador  de
la  homotopía  de S1  en MG x  S1,  en un  problema  que  supone  “matar”  la ho
motopía  generada  por  una  curva  en una  variedad  cuya  topología  conocemos
muy  bien.
Sea  T2  el  toro  en  MG  generado  por  los  caminos  á  + a, b.  ‘2  es  un  toro
simplóctico  trivialmente  sumergido  (podemos  asumir  que  la  estructura  sim
pléctica  en  p1  (O) x  es  la  estructura  producto).  Al  aplicar  la  suma
conexa  normal  para  variedades  simplécticas  a  MG y a  una  superficie  elíptica
regular  —a lo  largo  de  T2 y  una  fibra  regular— se obtiene  una  variedad  sim
pléctica  MG.  Es  obvio que  lrl(MG)  =  lrl(MG),  pero  en  M  tenemos  además
un  disco contenido  en  MG —  p’(Di)  cuya  frontera  es
Si  hacemos  suma  conexa  normal  de  ic  x  S1 y  T  x  S3 a  lo  largo  de P1
y  P2  (T  =  p’(O)  está  por  supuesto  en  Ma),  obtenemos  una  variedad  de
Poisson  Ii  #,  ,12,13)112  verificando  ir1 (1V11 #(li  ,12,13)fi/12)  O.
Es  interesante  mencionar  que  el tipo de difeomorfismo de
depende  a  lo sumo  de 13. Basta  observar  que  M2 —  V2 es un  entorno  tubular
de  T  x  fi, donde  fi es un  camino  en  el  interior  de  M2  —  V2  isotópico  a  /,
por  lo  que  a(M2  —  y2)  tiene  una  estructura  de  S1-fibrado  (sobre  T  x  ¡3).
Por  ello el tipo  de difeomorfismo  de la  suma  conexa  normal  está  totalmente
determinado  por  la  imagen  en O(M1 —  y1)  de la  estructura  de S1-fibrado  de
a(M2  —  y2)  (ya  que  Ml#(11,12,13)M2 es el  resultado  de  colapsar  a  un  punto
las  fibras  de la fibración  descrita),  y estas fibraciones  están  clasificadas por  el
valor  de l3  (el autor  no  sabe  si diferentes  valores de  13 dan  lugar  a variedades
con  diferente  tipo  de difeomorfía).
Si  en vez de  emplearse  superficies  elípticas  racionales  se  emplean  super
ficies  de  Kummer  en  la  construcción  de  M,  tanto  M1  como  M2  admiten
estructuras  spin.  Para  cualquiera  de  estas  estructuras,  como  H2(Pj;  Z)  no
tiene  torsión,  es  posible  encontrar  enteros  11,12,13 tal  que  Ml#(,-3)M2
admite  una  estructura  spin  extendiendo  a  las de  los dos bloques.  E
Observa ción  6.1: En las  variedades  de dimensión  5-construidas  hay  3 clases
de  hojas  simplécticas:  una  familia  parametrizada  por  S’  de  hojás  difeo
morfás  a  MG —  T1  y  cuyo  grupo  fundamental  es  por  tanto  O;  otra  familia
parametrizada  por S1  de hojas  difeomorfas  a  ll2 x  T1.  Ambas familias  llenan
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abiertos  conexos  separados  por  una  hoja  compacta  T1 x T,  donde  T  es el toro
que  separa  en  la  foliación  de  Reeb  de   Cualquiera  de  las  hojas  abiertas
tiene  a  la  cerrada  como conjunto  de puntos  de  acumulación.
7.  UNA  APLICACIÓN  PARA  LA  CONSTRUCCIÓN  DE  FOLIACIONES  CA
LIBRADAS
La  suma  conexa  normal  de dos  variedades  de  Poisson  calibradas  es  una
variedad  de Poisson  regular  con hojas  de codimensión  1.  La existencia  de un
levantamiento  a  una  estructura  calibrada  se  puede  estudiar  a  través  de  una
sucesión  espectral.  En  nuestro  caso,  vamos  a  dar  condiciones  suficientes  y
una  construcción  efectiva  de dicho levantamiento.
Teorema  7.1.  Sean  (M+l,.Fa,wa),  a  =  1,2,  dos foliaciones  calibradas de
tipo  entero.  Sea (P2’1,  Ap)  una variedad de Poisson fibrada sobre 51  (fibras
conexas)  para  la que se  tienen  dos inmersiones  ja:  P  +  Ma,  a =  1,2,  como
snbvariedad  transversal  fibrada  de Poisson  de  (M+l,   Aa),  y  tal  que se
cumple:
(1)  H2(P;  Z)  no  tiene  torsión.
(2)  Los  fibrados normales  de las inmersiones,  va(P),  son  triviales.
(3)  Las  2-formas  positivas  WP,a  =  ZWa  definen  la  misma  clase  de coho
mología  en H2(P;  Z) (ya sabíamos  que  definían  la misma  2-forma
foliada).
Entonces, para ciertas elecciones de isomorfismo  existen estructuras
de Poisson A definidas en la suma normal conexa M10M2  que admiten
levantamientos a una estructura c librada e tipo entero w.
PRUEBA.  Recordemos  que  al ser los fibrados  normales  de las inmersiones
triviales,  la  cirugía  puede  realizarse  sin  perturbar  las  2-formas  foliadas.  Si
aplicamos  el  teorema  4.4  sin  modificar  las  estructuras  obtenemos  A,  una
2-forma  foliada  cerrada  y  no  degenerada  en Mi#M2.
Queremos  definir el levantamiento   como i  por  lá  curvatura  de un  cierto
fibrado  de  línea  hermitiano  con  conexión,  cuya  elección  es  obvia  a  la  luz de
las  condiciones  impuestas.
Tomemos  un  levantamiento  entero  de Wa  Y una  elección  (La,  Va)  de fi
brado  de línea  con conexión  hermitiana  cumpliendo  iFa  =  Wa.
Los  pullbacks  Lp,  =  iLa  son  fibrados  isomorfos  ya  que  para  ambos  las
curvaturas  WP,a  definen  la  misma  clase  de  cohomología  real  (condición  (3)),
y  al  no  haber  torsión  en  H2(P; Z)  los  fibrados  Lp,a  son  representantes  de
la  única  clase  de  isomorfía  de  fibrados  de  línea  hermitianos  con  conexión
asociada  a  la  clase  de cohomologfa  [wp,1] =  [wp,2}.
El  isomorfismo  local que  define Mi#,,,M2  identifica  un  abierto  A1,  que  es
un  entorno  tubular  de ij (P)  menos la subvariedad  (la sección cero del fibrado
normal),  con  A2,  otro  entorno  tubular  de  i2(P)  menos  la  sección  cero,  de
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modo  que  cuando  nos  aproximamos  a ji  (P)  por  A1 estamos  alejándonos  de
j2(P)  en A2.
Queremos  demostrar  que  la  identificación  :  A1 —  A2  admite  un  levan
tamiento  a  un  isomorfismo  de  flbrados  Jl:  L1IA  —*  L21A2.  La  existencia
de  dicho  levantamiento  se  sigue  de  que  Lp,1  y  Lp,2  son  fibrados  de  línea
hermitianos  isomorfos.
En  efecto,  podemos  pensar  en  los anillos como en familias  ‘Sa,t, t  E  (1, 0)
de  fibrados  triviales  de círculos  sobre  ja(P)  tal  que   envía  S1,t a  S2,1_t.  La
restricción  a Sa,t =  S1  X a  (P)  de La es isomorfa  al puliback  de Lp,  mediante
P2:  S1 Xja(P)  —*  ja(P).  Por  tanto  estas  restricciones  son isomorfas.  Fijemos
‘P  uno  de  esos isomorfismos  de fibrados.
El  fibrado  hermitiano  Li#wL2  —+ Mi#M2  admite  dos  conexiones  com
patibles  V1 y V2 que  sólo están  parcialmente  definidas.  Éstas  se solapan  por
ejemplo  en  el  anillo  A1 C Mi#,M2.  Sea ¡3 una  función  meseta  en
que  se anula  en M1 — A1,  comienza  a crecer  un  poquito  después  de entrar  en
el  anillo,  alcanza  el  valor  1 antes  de abandonarlo  y lo  mantiene  en M2 — A2.
Llamemos  A1  c  A1  a  los  puntos  donde  su  valor  es  distinto  de  O y  1.  Un
primer  intento  sería  considerar  la  conexión  compatible  ¡3V1 +  (1 —  fi)V2.
Su  curvatura  multiplicada  por  i  da  lugar  a  una  2-forma  cerrada.  Clara
mente  coincide  con  w1 U 0)2  en  el complemento  de  A1.  Sobre  este  segundo
anillo  quisiéramos  que  su  curvatura  a  lo  largo  de  las  hojas  coincidiese  con
/3F1 +  (1 —  /3)F2  —jA. Esto  no  es  cierto  en general  porque  en A1  se tiene
=  y2  +  B,  donde  B  es en  principio  una  1-forma  a  valores  complejos  no
nula.
En  vez  de  intentar  definir  una  nueva  identificación  W, modificamos  la
conexión  V2 globalmente  en  M2.
Como  Vi  es compatible,  B  =  iC,  donde C es una  1-forma a valores reales.
Consideramos  la  restricción  del fibrado  y conexiones a  las hojas  simplécticas
de  A1. La  1-forma foliada     es exacta  ya que W21F1 +idC1F1 —la curvatura
foliada  de  (L2, V2)  pensado  como fibrado  sobre  A1  tras  la identificación— es
A  =   =      en A1.
Por  tanto  es  posible  encontrar  en  cada  hoja  una  función  potencial  para
C1-1. Es fácil  hacer  una  elección en cada  hoja  de modo  que  el resultado  sea
una  función  diferenciable  en  A1.  Por  ejemplo  tomamos  una  “sección” í  de
A1  (una  copia  de  P  que  corta  a  cada  hoja  de  A1 una  vez),  y  escogemos  la
única  función  f  que se  anula  en P.  El  siguiente  paso es  extender  f,  definida
en  principio  en un  subconjunto  de M2, a una  función  g definida  en todo  M2.
Probablemente  es  necesario  modificarla  en los puntos  cercanos  a  32(P),  y lo
hacemos  de  modo que  g  =  f.
En  L2 definimos  la  conexión compatible  ‘2  =  V2 —  idg.  Es evidente  que
V  =  ¡3V1 +(1  —fl)V2 es una  conexión compatible  en Li,pL2  cuya  curvatura
foliada  coincide  con  —jA.
w  iF  es  la  2-forma  cerrada  que  calibra  la  foliación  de  M1#,c,M2 Y
cuya  restricción  a  las hojas  coincide con  A.
E
CAPÍTULO  III
Clasificación  global  dé  multivectores  genéricos  de
grado  máximo
1.  INTRODUCCIÓN
La  reciente  clasificación por  O.  Radko  [51]  de las estructuras  de Poisson
genéricas  en superficies  orientadas,  suscita  al  cuestión  de hasta  que  punto  es
posible  extender  estos  resultados  a  dimensiones  superiores.
Esta  clasificación  —aunque está  descrita  en  el  lenguaje  de  la  geometría
de  Poisson— se  basa  en  resultados  clásicos  de  topología  diferencial  y  en  la
clasificación  de formas  de  área  en  superficies  cerradas.  La  razón  es  que  en
dimensión  2  la  condición  de  integrabilidad  que  un  campo  de  bivectores  ha
de  cumplir  para  definir  una  estructura  de Poisson,  se  satisface  trivialmente.
Así  para  estructuras  de  Poisson  en  una  superficie  orientada  ,  el  delicado
problema  de  clasificar  soluciones  de  una  ecuación  en  derivadas  parciales  no
lineal  se  reduce  a la  clasificación  de  secciones  (genéricas)  del fibrado  trivial
F(A(T)).  En esta situación  se  dispone  de  todas  la  herramientas
de  la  geometría  diferencial  y  el problema  se simplifica  enormemente.
En  este  capítulo  demostraremos  que  la  clasificación  de Radko  se puede
extender  a  dimensiones  superiores  para  campo de  multivectores  genéricos de
grado  máximo.
Un  campo  de  bivectores  en  una  superficie  es  una  estructura  de Poisson
de  grado  máximo.  Más  generalmente,  un  campo  de  multivectores  de grado
máximo  es  una  estructura  de Nambu  de grado  máximo.
Las  estructuras  de  Nambu  son  generalizaciones  naturales  de  las  estruc
turas  de  Poisson:  una  estructura  de Narnbu  de  grado  r  en  una  variedad  M
es  un  corchete  antisimétrico  r-multilineal,
{.,...,.}:  C°°(M)x...xC°°(M)—.C°°(M),
T
que  satisface  la regla  de Leibniz en cada entrada,  y.una Identidad  Fundamen
tal  que  extiende  de modo natural  a  la  identidad  de Jacobi.  Para  estructuras
de  grado  máximo  dicha  Identidad  Fundamental  es vacía.
A  pesar  de  la  similitud  formal  entre  estructuras  de Nambu  y de Poisson,
para  r  >  2  la  Identidad  Fundamental  impone  condiciones  mucho  más  res
trictivas  que  las que  se esperarían  de  la  identidad  de  Jacobi.  Dicho  de otro
modo,  las  estructuras  de  Nambu  son  de  algún  modo  más  complicadas  de
encontrar  que  las de  Poisson.  Como contrapartida  las estructuras  de Nambu
son  más  fáciles  de describir.
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Estamos  interesados  en estructuras  de Nambu  de  grado  máximo  genéri
cas  en  una  variedad  compacta  orientable  M.  Por  la  regla  de  Leibniz  dicha
estructura  viene  descrita  por  un  campo  de multivectores  A E t0p  (M),  y la
genericidad  significa  que  A  corta  transversalmente  la  sección  O del  fibrado
de  línea  trivial  AtOPTM.  En  particular  el  lugar  de  ceros  9-1 del  campo  de
multivectores  A  es  una  hipersuperficie  de  M.  Mostraremos  como  asignar
a  cada  componente  conexa  H’  de  7-1 un  invariante  numérico,  llamado  el
periodo  modular,  que  depende  solamente  del  germen  de  A  en  Hz.  También
construiremos  un  invariante  global,  el volumen  de Liouville  generalizado, que
mide  la  razón  entre  los volúmenes de  las diferentes  componentes  conexas  del
complemento  de  7-1. Estas  nociones  generalizan  las  correspondientes  para
2-variedades  de Poisson.
Nuestro  principal  resultado  es el  siguiente:
Teorema  1.1.  Una estructura  de  Nambu  genérica  A  E  t0P(M)  está  de
terminada,  salvo  difeomorfismo  preservando  la  orientación,  por  el  tipo  de
difeomorfismo  del par  orientado  (M, 7-1) junto  con  sus  periodos  modulares  j
volumen  de Liouville  generalizado.
En  dimensión  2 este  resultado  recupera  la  clasificación  de  [51].
Usando  el teorema  1.1 daremos  una  descripción  el grupo  de cohomología
de  Nambu  H  (M)  que  determina  las deformaciones  infinitesimales  de la  es
tructura  de  Nambu.  Asimismo  probaremos  que  para  dimensiones  mayores
que  2  el grupo  de cohomología  de  Nambu  Hk(M),  que  determina  los  auto
morfismos  externo  de la  estructura,  es  de dimensión  infinita.
El  esquema  del  capítulo  es  como  sigue.  En  la  sección  1 recordamos  la
definición  de  una  variedad  de  Nambu  de  grado  r  (definición 2.1)  y  citamos
algunas  de sus  propiedades  más  importantes.
Introducimos  las  estructuras  de Nambu  genéricas  de  grado  n  en  una  n
variedad  orientada  (definición  3.1)  en  la  sección  segunda.  Se  define,  para
cada  hipersuperficie  H  en  el lugar  de  ceros  del  campo  de  n-vectores  A,  un
par  de  invariantes  equivalentes.  Son el  campo  modular  de  (n —  1)-vectores
xf  (definición  3.2)  y  la  (n  —  1)-forma  modular   que son  dos  modos
equivalentes  de  describir  la  linealización  de A a  lo largo  de  H.
En  la sección  3 introducimos  el periodo  modular  T,  que es  la integral  (o
la  clase  de cohomología)  de la  (u —  1)-forma  y depende  solamente  de los val
ores  de A en un  entorno  tubular  de H.  Recíprocamente,  podemos  recuperar
la  estructura  de Nambu  en un  entorno  tubular  de la hipersuperficie  orientada
(H,  Q)  una  vez que  el periodo  módular  TJ(’ ha  sido fijado  (proposición  4.4).
La  prueba  del  resultado  principal  se  da  en  la  sección  4  (teorema  5.2),
donde  también  se introduce  el volumen  regularizado  de Liouville.
En  la  sección  5 entre  las  posibles  teorías  de  cohomología  que  se  pueden
asociar  a la estructura  de Nambu,  se considera  (i) el grupo  de  automorfismos
exteriores  infinitesimales  y (u) el grupo  de deformaciones  infinitesimales  de la
estructura.  El  último  resultará  tener  tantos  generadores  como el número  de
invariantes  citados,  y  exhibiremos  un  conjunto  explícito  de  generadores  que
extiende  el dado  para  2-variedades  de Poisson  (teorema  6.1).  Por  otro  lado
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mostraremos  que  el  primer  grupo  de  cohomología  es  de  dimensión  infinita
para  ri >  3,  algo  esperado  a  la  luz  de  los  cómputos  locales  de  estos  gru
pos  presentados  en  [44]; también  recuperaremos  de  modo  elemental  ciertos
cálculos  de  cohomología  de Poisson  para  superficies.
Por  último,  en  la  sección  6  observaremos  que  la  correspondencia  entre
clases  de  isotopía  de  bivectores  genéricos  en  y  clases  de  isomorfía  de
árboles  con  pesos  y  signos  dada  en  [51],  también  se  verifica  para  aquellas
estructuras  genéricas  de Nambu  en  S  cuyo lugar  de  ceros fl  sólo contiene
esferas  (proposición  7.5).
2.  ESTRUCTURAS  DE  NAMBU
Las  variedades  de Poisson  (M, {.,  .})  son  los  espacios  de fase  relevantes
para  la  mecánica  hamiltoniana.  En un  sistema  hamiltoniano  la  evolución de
cualquier  observable  f  e  C°°(M)  se obtiene  resolviendo  la  e.d.o.
donde  H  e  C°(M)  es  el  hamiltoniano,  una  cantidad  conservada  para  el
sistema  (la “energía”).
En  1973 Nambu  [48] propuso  una  generalización  de  la  mecánica  hamil
tonianá  basada  en  un  corchete  n-ario.  La  dinámica  de  un  observable  f  E
C°°(M)  vendría  gobernada  por  la  e.d.o.  análoga
=  {H1,...,H1,f},
asociada  a  n —  1  hamiltonianos  H1, ...,  H_1,  teniendo  por  tanto  n  —  1  can
tidades  conservadas.
Para  que se  tuviesen  las propiedades  dinámicas  “esperadas”  este corchete
tenía  que  satisfacer  determinadas  restricciones  que  fueron  clarificadas  por
Takhtajan  [53], quién dio la siguiente definición axiomática  de una estructura
de  Nambu.
Definición  2.1.  Una estructura  de Narnbu de grado r  en  una  variedad M’,
con  r  <  n,  es  un  corchete r-multilineal  y  antisimétrico,
{.,...,.}:  C°°(M)x...xC°°(M)-*C°°(M),
satisfaciendo:
(i)  La  regla de Leibniz:
{fg,fi,...,fr—i}=  f{g,fi,...,fr_i}+{f,fi,...,fr_i}g,
(u)  La Identidad  Fundamental:
{fi,...,fr_i,{gi,.,gr}}  {gi,,{fi
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La  regla  de  Liebniz  muestra  que  el  operador  Xf1,...,f1  :  C(M)  -
C°°(M)  que  se  asocia  a r  —  1 funciones  fi,..  . , f—i  mediante
=  {g,fi,. . ,fr—i},
es  una  derivación  y  por  tanto  un  campo  de  vectores.  Es  el  llamado  campo
de  vectores  harniltoniano  asociado  a  fi,.  ..  ,fr.  Más  generalmente,  de  la
identidad  de  Liebniz  se  infiere  la  existencia  de  un  campo  de  r-vectores  A E
(M)  tal  que
A(dfiAAdfr)={fi,...,fr}.
Por  otro  lado,  la  Identidad  Fundamental  es  equivalente  al  hecho  de  que
el  flujo de cualquier  campo de vectores  hamiltoniano  Xí1,..,í_1  es una  trans
formación  canónica,  i.e.,  preserva  el  corchete de Nambu.  La correspondiente
versión  infinitesimal  es
£Xfl,...frlA=O
Obviamente,  para  estructuras  de Nambu  de grado máximo la  Identidad  Fun
damental  se  cumple  trivialmente.
EJEMPLO  2.2:  En  lR  existe  una  estructura  de  Nambu  canónica  de  grado
máximo  que  generaliza  la  estructura  de Poisson canónica  en  IR2. El  corchete
de  Nambu  asigna  a n funciones  fi,.  . . , f  el Jacobiano  de la aplicación  W  —*
x  ‘-+  (f,(x),...  ,  f,,(x)),  tal  que
 =det  [].
Más  generalmente  cualquier  forma de volumen t   íp  (M)  en una  varie
dad  M  determina  una  estructura  de Nambu:  si (x1,.  .  .  ,  x)  son coordenadas
en  M  para  las  que   f dx1 A-••  A dx,  entonces  el  tensor  de Nambu  es
1    15         5
 f5x’       Ox
La  Identidad  Fundamental  para  r  >  2  es de  una  naturaleza  mucho  más
restrictiva  de  lo  que  cabría  esperar  atendiendo  a  lo  que  ocurre  para  r  =  2,
donde  se  reduce  a  la  identidad  de  Jacobi;  si  r  >  2,  además  de  requerir
la  verificación  de  un  sistema  de  primer  orden  de  ecuaciones  en  derivadas
parciales  cuadráticas,  los coeficientes  necesariamente  tienen  que  cumplir  un
determinado  sistema  de  ecuaciones  algebraicas  cuadráticas.  Por  ejemplo  si
M  es un espacio  vectorial,  para  un  r-vector  constante  el sistema de ecuaciones
diferenciales  se  verifica trivialmente,  mientras  que  las  relaciones  algebraicas
son  no  triviales  y  de hecho  coinciden  con  las ecuaciones  de Plücker.  Por  lo
tanto  tan  sólo  los r-vectores  descomponibles  definen  estructuras  de  Nambu
constantes.
Otro  ejemplo  de  la  rigidez  es  la  siguiente  proposición,  ya  bien  conocida
(véase  [53]):
ProposiciÓn  2.3.  Sea A  una  estructura  de Nambu.  Para  cualquier función
f  E C°°(M)  la  contracción idf A también  define  una  estructura  de Nambu.
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Esta  rigidez  hace  que  sea  más  complicado  “encontrar”  estructuras  de
Nambu  que  de  Poisson,  pero  también  que  su  descripción  sea  más  sencilla.
De  ahora  en  adelante  asumiremos  que  r  es mayor  que  2 si n    3.
En  primer  lugar,  los campos  de  vectores  hamiltonianos  generan  una  fo
liación  generalizada  cuyas  hojas  son  o bien  puntos,  llamados  puntos  singu
lares,  o bien  tiene  dimensión  igual  al  grado  de la  estructura.  Alrededor  de
estos  puntos  regulares se tiene  la  siguiente  forma canónica  para  la  estructura
de  Nambu  (véase  por  ejemplo  [55]):
Proposición  2.4.  Sea xo  e M  un punto  regular de una estructura  de Nambu
A  de grado r.  Existen  coordenadas locales (x’,.  . .  ,  x)  centradas  en TO para
las  que
A=—A•••A—.
9xr
Para  los  puntos  singulares  existen  algunos resultados  profundos  de linea
lización  debidos  a  Dufour  y  Zung  [16].
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En  esta  sección  consideramos  estructuras  de  Nambu  de  grado  n  en una
variedad  M  de  dimensión  n,  orientable  y  compacta.  Recuérdese  que  en
esta  situación  la  Identidad  Fundamental  se  verifica  trivialmente,  por  lo  que
una  estructura  de  Nambu  es  simplemente  un  campo  de  multivectores  A  E
X(M).  Solamente  trataremos  con estructuras  de Nambu  (de grado máximo)
genéricas:
Definición  3.1.  Una estructura  de  Nambu  A E  r(M)  se  dice genérica  si
corta  a la sección  O del fibrado  de línea  ATM  de modo  transversal.
Las  secciones genéricas  forman  un  abierto  denso  en la  topología  de Whit
ney  C°°.
Fijemos  de  ahora  en  adelante  una  sección  genérica  A  E  F(M).  Su
conjunto  de  ceros,  que  denotamos  mediante  9L, es  la  unión  de  un  número
finito  de hipersuperficies  conexas:  t  Ui  W,  I  <  oc.  Escojamos  una  y
llamémosla  H.
Sobre  los puntos  de H  tenemos  una  cierta  información  de  carácter  lineal
asociada  a  A; nos  referimos  a  la  derivada  intrínseca  dAH  E T7M  ® ATM.
Se  puede  definir  como  dAH  VAIH, donde  V  es  cualquier  conexión  lineal
en  ATM.  El resultado  es  independiente  de la  conexión  elegida  (pues todas
ellas  son tangentes  a  la  sección O). La  derivada  intrínseca  da  la  linealización
de  la estructura  de Nambu  en H:  si vemos A como una  sección, es  el espacio
tangente  al  grafo  de A.  Es  importante  hacer  notar  que  dAH  nunca  se  anula
debido  a  que  hemos  asumido  transversalidad.
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dAH  es una  sección de TJM®ATM,  pero debido  a la  especial naturaleza
de  nuestro  fibrado  de  línea  (trivial)  tiene  dos  interpretaciones  equivalentes
que  pasamos  a  explicar:
Fijemos  una  forma  de  volumen  l  en  un  entorno  de  H  en M,  de  modo
que  dAH ® l  E T7M.
Definición  3.2.  El  campo modular de (n—1)-vectores  de A a lo largo de H  es
el  único  campo de (n—1)-vectores  X  E  X’(H)  tal que iiií  =  dAH®ft
La  definición  no  depende  de  la  elección  de  Q:  si   es  otra  forma  de
volumen  entonces  í  =  fí,  donde  f  es una  función  que  nunca  se  anula,  se
tiene:
ixHfí  =  dAH ® fÇ
Como  X  es tangente  aH  y no se anula  nunca,  podemos  definir la  (n—1)-
forma  modular  a  lo largo  de  H  como la  (u —  1)-forma  dual  Í’  E í’(H);
esto  es,  í(Xj’)  =  1.  Si  escogemos Y  un  campo  de  vectores  sobre  H  que
sea  transversal  a  H,  la  forma  modular  a  lo largo  de  H  viene  dada  por
=  (—1)’  dA”  ®  j*jyÇ
donde  j:  H  —* M  es la  inclusión.  Esta  expresión  es independiente  de  Y.
La  (n — 1)-forma  modular  a  lo largo  de H  no  se anula  nunca,  por  lo  que
define  una  orientación  en  H.
Es  evidente  que  cualquier  elemento  de entre  dAH,  Xf  y  íl,  determina
a  los otros  dos.
Vamos  a  relacionar  las  definiciones anteriores  con  la  conocida  noción  de
clase  modular  en  una  variedad  de  Poisson.  Para  cualquier  estructura  de
Nambu  de  grado  r  en una  variedad  orientable  existe  una  generalización  na
tural  de la clase  modular  [30], que pasamos  a recordar.  De nuevo fijamos  una
forma  de volumen  l  en M.  Para  cualesquiera  u— 1 funciones  fi,.  . .  ,  f—i  en
M  podemos  calcular  la  divergencia  de  su  campo  de vectores  hamiltoniano:
(fi,...  ,f—i)   div(X1,...,_1)  E  Xf1
La  expresión  anterior  define un  campo  de  (n —  1)-vectores  M  en M.  Si
=  gíl  es  otra  forma  de  volumen,  para  una  función  g  que  nunca  se  anula,
se  tiene
M=M+X9,
donde  X9  es  el campo  de  (u —  1)-vectores
X9(f1,...  ,f—i)  =  {J,..  . ,f_1,g}.
Es  posible  introducir  determinados  grupos  de  cohomología  para  elimi
nar  esta  ambigüedad  de  modo  que  la  clase  de  cohomología  [M]  esté  bien
definida  y  sea  independiente  de  2.  Esta  clase  es  la  llamada  clase  modular
de  la  estructura  de  Nambu  y es  la  obstrucción  a  la  existencia  de una  forma
de  volumen  en  M  invariante  por  todos  los  automorfismos  hamiltonianos.
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Cada  forma  de  volumen   determina  un  campo  modular  de  (u —  1)-
vectores  M  que  representa  la  clase  modular  y  que  dependerá  de  í.  Sin
embargo,  en  los  puntos  singulares  todos  los  campos  modulares  tienen  el
mismo  valor  (véase  [30]).
El  campo  modular  de (n —  1)-vectores  Xf  a lo largo  de H  de la  definición
3.2  no  es  sino  la  restricción  a  H  de cualquier  campo  modular.  En  nuestro
caso  tiene  además  la  propiedad  adicional  de no  anularse  en ningún  punto  y
de  ser  tangente  a  H.
4.  CARACTERIZACIÓN  LOCAL  DE  LA  ESTRUCTURA  DE  NAMBU
En  esta  sección  estudiaremos  el  comportamiento  local  de  una  estruc
tura  de  Nambu  genérica  A  E  X’(M)  en  un  entorno  de  su  lugar  de  ceros.
Mostraremos  que  el  germen  de A  en una  componente  conexa  H  de su  lugar
de  ceros está  determinado,  salvo isotopía,  por  los  periodos  modulares  (que
definimos  más  abajo).
Como  la derivada  intrínseca  es functorial  se concluye inmediatamente  que
Lema  4.1.  Dadas  dos  estructuras  de Narnbu genéricas  A1 y A2 con lugares
de  ceros  9-li  y  9-12  respectivamente  y  un  difeomorfismo  de  estructuras  de
Nambu  :  (M,A1)  —+  (M,A2),  entonces
/        —            /        —()92
.ZLA  ,  Y   ‘*A1  —  “A2
Por  tanto,  se sigue que  una  condición necesaria  para  que dicha  difeomor
fismo  de estructuras  exista  es que  las clases de cohomología  [í]  y  [íl’]  se
correspondan  la  una  a  la  otra.
Recordamos  que  dada  una  estructura  de  Nambu  genérica  A,  cada  com
ponente  H  de  su lugar  de ceros 9-1 tiene  una  orientación  inducida  por  A.  Por
tanto  una  clase  de  H’  (H)  está  totalmente  determinada  por  su  valor en  el
ciclo  fundamental  H.
Definición  4.2.  El  periodo  modular  T  de la  componente  H  del lugar  de
ceros  de A  es
T  Ef  í  >0.
De  hecho  este  número  positivo  determina  la  estructura  de Nambu,  salvo
isotopía,  en  un  entorno  de  H.  Para  probar  esta  afirmación  recordamos  el
siguiente  resultado  clásico  referido  a  la  clasificación  de formas  de  volumen,
una  de  cuyas  versiones  hemos  empleado  de  modo  extensivo  en  el  capítulo
anterior.
Lema  4.3.  (Moser,  [45])  Sea M  una  variedad  orientable  cerrada, Ql  Y
dos  formas  de  volumen  en  M.  Si  [fZ1] =  [Q2]  E  Ht0P(M),  entonces  existe
-
oO
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un  difeornorfismo  isotópico  a la  identidad  que  envía  í  a  Q2.  Es  más,  lo
podemos  escoger para  que  sea  la identidad  en  el  cierre  del  complemento  del
cerrado  donde  ambas formas  de volumen  coinciden.
El  citado  resultado  se  adapta  fácilmente  a  formas  de  volumen  en  va
riedades  compactas  con  frontera  no  vacía  que  coinciden  en  entornos  de  la
frontera.
Ahora  ya  podemos  probar  el resultado  principal  de  esta  sección.
Proposición  4.4.  Sean A1 y A2 estructuras  de Nambu  genéricas  en M  que
comparten  una  componente  H  en su lugar de ceros, y para la que los periodos
modulares  coinciden:  T  =  T.  Entonces  existe un  difeomorfismo   : M  —
M  isotópico  a la identidad  y  entornos  U1 y U2 de H,  tal que  envía (Ui, A1)
a  (U2,A2).
PRUEBA.  En  primer  lugar  usamos  el  lema  de  Moser  para  construir  un
difeomorfismo   : M  —+ M  isotópico  a  la  identidad  que  preserva  H  (como
conjunto)  y  envía     aí12.  Luego podemos  asumir  de entrada  que    =
y  el problema  se reduce  al  correspondiente  de linealización  global.
Fijemos  un  collar U =  [—1, 1] xH  de la hipersuperficie  H,  con coordenada
transversal  r.  Denotando  a  la  estructura  de  Poisson  mediante  A,  definimos
A0  =  (—1)’  AXJ(1. Podemos  escribir  A =  fA0  para  alguna  f  e
la  linealización  de A es  A1 =  rA0.  Buscamos  un  cambio  de  coordenadas  que
sólo  reparametriza  la  coordenada  radial:
:  U —* U,     (r,x) i-+  (g(r,x),x),
y  satisface  ç5f  A0 =  rA0.  Obtenemos  una  e.d.o.  para  g cuyas  soluciones  son
g(x,  r)  =  ke  -7dr  con  k  e IR. Como  f  se anula  a  orden  1 a  lo  largo  de  la
dirección  radial,  esta  e.d.o.  tiene  una  familia  uniparamétrica  de  soluciones
diferenciables  que  fijan H  y definen difeomorfismos  (para  k   O) en un  collar
de  H.  Eligiendo  una  solución con k  >  O se obtiene  el cambio  de coordenadas
deseado.                                                    LI
Observación  4,5:  La  existencia  de  una  familia  uniparamétrica  de  soluciones
para  la  ecuación  anterior  refleja  el  hecho  de  que  para  cualquier  estructura
lineal  cr  A X,  el  reescalamiento  de  la  coordenada  radial  es  una  trans
formación  canónica.  Obsérvese  también  que  la  reflexión  a  lo  largo  de  H  es
una  transformación  canónica  invirtiendo  la  orientación  del entorno  tubular.
Como  estamos  interesados  en  transformaciones  isotópicas  a  la  identidad  (y
por  tanto  preservando  la  orientación  de entorno)  nuestra  elección de g arriba
es  con  k  >  O.
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Una  condición  previa  evidente  para  la  existencia  de  un  difeomorfismo
entre  dos variedades  de  Nambu  (con  estructuras  genéricas)  es  que  haya  un
difeomorfismo  de  las variedades  enviando  el lugar  de  ceros de  una  de las  es
tructuras  al de la otra,  y preservando  las orientaciones  inducidas.  Asumiendo
que  esta  condición  se  cumple  nuestro  problema  es  el de  transformar  una  es
tructura  genérica  A1  en  otra  estructura  A2,  con  lugar  de  ceros  orientado
común  fl  =  U1 H.
En  primer  lugar  y tal  y como vimos en la  sección anterior,  silos  periodos
modulares  de  cada  componente  coinciden,  es posible  encontrar  collares U  y
U  de  las hipersuperficies  H,  y  un  difeomorfismo  isotópico  a la  identidad  
enviando  (Ui, A1) a  (112, A2), donde  U  =  U1 U.
En  segundo  lugar,  7-1 escinde  M  en las hojas  maximales  de ambas  estruc
turas.  Las  restricciones  de  las  estructuras  de  Nambu  a  cada  una  de  estas
componentes  definen  formas de volumen; los volúmenes  son infinitos  luego no
tiene  sentido  pedir  que  coincidan.  En  su  lugar,  se  puede  intentar  definir  las
razones  de los volúmenes  de las diferentes  componentes,  que  son finitas;  esto
da  lugar  a  dificultades  de cómputo,  así  que  lo que  hacemos  es  observar  que
para  una  componente  H del lugar  de ceros, una  forma  de volumen  f  definida
en  un  entorno  de H  y la  forma  de volumen  A—’ definen  orientaciones  en el
complemento  de  H  que  coinciden  a  un  lado  de  H  y  difieren  al  otro.  Dada
cualquier  función  h  E  C°°(M)  anulándose  linealmente  en  las  componentes
de  7-1 (su grafo  es transversal  a  la sección cero y se  anula  exactamente  en 7-1),
definimos  M(h)  =  f’(IR  —  (—e,e)),  con  €  >  O lo  suficientemente  pequeño
como  para  que  M(h)  contenga  al  complemento  de la  unión  de  los collares
de  los H.  Se define también
V(h)=f
M6(h)
Aquí  A—’ denota  la  forma  de  volumen  dual  a  A,  y para  integrar  usamos
la  orientación  dada  en  M.
•La  siguiente  definición  generaliza  la  dada  en  [51] para  el  caso  de  varie
dades  de Poisson  de  dimensión  2.
Definición  5.1.  El  volumen  regularizado Liouville  de A se  define  como
VA  =  limV(h),
E—+o
donde  h  es  cualquier función  anulándose  linealmente  en 7-1.
Es  necesario  comprobar  que  el límite  existe  y  es finito  y que  no  depende
de  la  elección  de  la  función  h.  En  realidad,  tan  sólo  tenemos  que  probar
la  independencia  en  la  elección de  función,  pues  si esto  se  cumple  podemos
usar  una  función  que  coincida localmente  con la  coordenada  radial  en la  que
el  campo  de  n-vectores  es  lineal.  Para  esta  función  la  existencia  del  límite
(finito)  es  trivial.
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Para  comprobar  la independencia  de la elección de h, fijamos coordenadas
(r,  x)  en un  entorno  de  cada  componente  H  tal  que  A =  (_1)n_1r  A X,
y  consideramos  dos casos:
1.  Asumamos  que  h(r,.x)  =  g(x)r,  con  g(x)   O para  todo  x  E  H.
La  diferencia  V(h)  —  V(r)  se anula  para  todo  e  >  O.  El  motivo
es  que  en cada  collar  tenemos  la  medida  producto,  y la  integral  se
obtiene  haciendo  la  media  (la integral)  sobre  las regiones  abiertas
de  H  donde  g <  1 y y>  1, de las integrales  de una  la  función  impar
±  sobre  dos intervalos  que  son simétricos  con  respecto  al  origen  y
no  lo  contienen.
2.  Asumamos  ,ahora  que  h  se anula  linealmente.  en 7-t. Entonces,  h —
(O,x)r  se  anula  en la  dirección  radial  hasta  al  menos  orden  2 en
los  puntos  de H.  La compacidad  de H  implica  que  para  todo  x  E  H
y  todo  e  >  O, existen  constantes  k1 y  k2 tal  que  el  valor  absoluto
V(h)  —  V((O,x)r)  está  acotado  por  la  media  sobre  H  de  la
integral  de  la  función  ±  sobre  los segmentos  [—bE, —aE] U [aa, b},
donde  aE >  k1€ y  b  —  a  <  k2e2. Por  tanto,  existe  una  constante  k
(independiente  de  z  y  r)  tal  que  la  integral  sobre  los  segmentos  en
el  radio  por  x  está  acotada  por  ke; esto  hace  que  la  integral  total
tenga  valor  absoluto  menor  que  kET.  Así pues,  cuando  e  —+  O la
diferencia  se  anula.
Los  periodos  modulares  y el  volumen  regularizado  determinan  la  estruc
tura  de  Nambu:
Teorema  5.2.  Para  j  =  1,2,  sean  M  variedades  compactas  orientadas
con  estructuras  de  Nambu  genéricas  A  y  lugar  de  ceros  =  U1 H.
Asumamos  que  existe  un  difeomorfismo  b  que  envía  (M1,flj.)  a  (M2,7-12)
preservando  las orientaciones  inducidas  en el lugar de ceros.  Entonces  existe
un  isomorfismo  entre  las dos  estructuras  de Nambu  isotópico  a ‘,  si  y  sola
mente  si las  siguientes  condiciones  se  cumplen:
H  bHi.  Los  periodos modulares  coinciden,  i.e.,  TA1’ =  TA2  1,  Vi  E  1,
u.  Los volúmenes  regularizados coinciden,  i.e.,  VA1 =  EVA2, donde e =
1  si  preserva la  orientación  y E =  —1 si invierte  las orientaciones
de  los  M.
PRUEBA.  Ya sabemos  que si los periodos  modulares  de cada componente
coinciden  es posible  encontrar  collares  (Jj’ y  U  de  las hipersuperficies  H’,  y
un  difeomorfismo  isotópico  a  la  identidad   que  envía  (U1, A1) a  (U2, A2),
donde  Uj  =  U1 u..
U  escinde  M  en las  hojas  maximales  de  ambas  estructuras,  cuya  área
con  respecto  a  cualquiera  de  las  formas  duales  AT’  es  infinita.  Para  cada
hoja  L  seleccionamos  una  hipersuperficie  H’°  en  su  frontera  y  reducimos
adecuadamente  U°  o  U°  (recordemos  que  hay  transformaciones  canónicas
que  lo hacen)  tal  que podemos  encontrar  subvariedades  compactas  Wj  c  L.
que  son el resultado  de vaciar  en L el lado correspondiente  del collar  de radio
digamos   (podemos  tomar  el radio  original  igual a  1), verificando:  (i) el Aj’
volumen  de  W1 coincide con el A1-vo1umen  de  W2, y (u)  envía  Wi  a  W2.
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Finalmente,  aplicamos  el teorema  de Moser  para  concluir  la  existencia  de un
difeomorfismo  isotópico  a  la  identidad  que  hace  coincidir  las  estructuras  de
Nambu  en L.
Observemos  que  cuando  modificamos  el  tamaño  de  UO,  estamos  cam
biando  el volumen  tanto  de  L  —  U1  como de  L’  —  U1,  donde  L  y  L’  son las
hojas  cuya  frontera  contiene  a  H°.  Se  deduce  que  podemos  hacer  coincidir
los  campos  de n-vectores,  además  de en  los collares de L,  en todas  las hojas
maximales  salvo posiblemente  una.  Para  comprobar  esto  último  tomamos  el
grafo  dual  a la  escisión definida  por  ?-L, en el que  cada  vértice  representa  una
hoja  maximai  y un  segmento  uniendo  dos vértices  representa  la  hipersuper
ficie  en su frontera  común.  Este  grafo es  en realidad  un  árbol  (es contráctil);
fijamos  un  vértice  yo  en  el  árbol  y  consideramos  la  distancia  (en  el  sentido
de  grafos)  con  respecto  a  yo.  Podemos  entonces  proceder  en  etapas,  donde
en  cada  una  de  ellas  consideramos  los  vértices  a  la  misma  distancia,  y  em
pezando  por  los  más  lejanos.  Para  todos  los  vértices  de  la  primera  etapa,
i.e.,  para  las  correspondientes  hojas  maximales,  aplicamos  el  razonamiento
del  párrafo  anterior  a la  hipersuperficie  que representa  el único segmento  que
lo  alcanza  (no hay  ciclos en  el árbol).  A continuación  borramos  todos  estos
vértices  y  los  segmentos  incidentes  y  aplicamos  el mismos  razonamiento  al
subárbol  resultante.  Continuamos  este  proceso  hasta  llegar  a  los  vértices
a  distancia  1.  Podemos  usar  todos  los  segmentos  menos  uno  y  quedarán
una  hipersuperficie  que separa  las dos últimas  hojas  maximales.  El  hecho de
que  los volúmenes  regularizados  coinciden implica  que para  una  determinada
elección  de  collar las áreas  de los correspondientes  subconjuntos  de las hojas
coinciden,  con  lo que  finalizamos  la  prueba.  LI
El  conjunto  de  estructuras  genéricas  de  Nambu  soporta  una  acción  de
Diffo(M)  (resp.  Diff(M)).  Su espacio  de órbitas  tiene  tantas  componentes
conexas  como clases de isotopía  (respectivamente  clases de difeomorfismo ori
entado)  de  hipersuperficies  orientadas  1-1 =  U1 H2.  El  teorema  5.2 da  una
parametrización  explícita  de  cada  componente  conexa  del  correspondiente
espacio  de  moduli.
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Hay  diferentes  teorías  de  cohomología  que  se  pueden  asociar  a  una  va
riedad  de  Nambu  (véase  [30,  44]).  Aquí  estaremos  interesados  en  la  cobo
mología  asociada  al complejo
O —÷  AC00(M)  —+  .(M)  —  (M)  —  O,
donde  la  primera  aplicación  es  fi  A  A  f—i  i—  Xf1,..,f_1,  mientras  que
la  segunda  es  X  ‘—÷ LxA.  Nótese que  los  grupos  de  cohomología  asociados
tiene  un  significado  geométrico  sencillo:
H(M)  es el espacio  de Casimires  de la  estructura  de Nambu.
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•  Hk(M)  es el  espacio  de  automorfismo  externos  de la  estructura  de
Nambu.
•  HjM)  es el espacio  de deformaciones  infinitesimales  de la  estruc
tura  de  Nambu.
Los  cómputos  cohomológicos  para  gérmenes  de  estructuras  de  Nambu
definidas  por  cuasi-polinomios  (funciones anulándose  en  el origen cuyo ideal
asociado  tiene  codimensión  finita)  han  sido  hechos  por  Monnier  en  [44].
Aquí  estamos  interesados  en  estructuras  de  Nambu  globales con  el  tipo  de
singularidad  más  simple.  Los cómputos  que  vamos  a llevar  a  cabo  se pueden
entender  como una  versión infinitesimal  del  teorema  de clasificación;  en par
ticular,  H(M)  resultará  ser el espacio  tangente  en  el punto  (en  la  clase)  [A]
en  el espacio  de  moduli  de  estructuras  de  Nambu  genéricas.
El  resultado  principal  de esta  sección  es el  siguiente
Teorema  6.1.  Sea  A  una  estructura  genérica  de Nambu  en  una  variedad
cerrada  orientada  M  con lugar de anulación  1-1 =  U1 H.  El grupo H(M)
tiene  dimensión  #I  +  1 y  un  conjunto  de generadores  viene  dado por
i(—1Y’r-  AXf’,...  ,#i(—1Y’r  AX(1#I,  
donde  Q  es  una  forma  de volumen,  y  cada /3  es  una  función  de  corte  con
soporte  en  un  collar de la hipersuperficie  H.
Se  puede  dar  una  descripción  geométrica  del  isomorfismo  H(M)  
R#’  del  siguiente  modo:  cada  e E (M)  es  cohómólogo  a  un  campo
de  n-vectores  cuyo  lugar  de  anulación  contiene  a  7-1 y  es genérico  en  un  en
torno  de  7-1.  De  este  modo  se  puede  escribir  []  =  [gA]  donde  g  es  una
función  diferenciable  que  toma  el  valor constante  c  en el  collar  de cada  U.
El  isomorfismo  es
¡  1A       1A    1?i,A1’-’J     ‘•‘  T”’’  VE)
o
donde:
TH’(a)  4-  =  c,
(b)  Vr,”  es  la  integral  regularizada  de g.
El  resto  de  esta  sección  la  dedicamos  a  la, prueba  del  citado  teorema,
que  se  basa  en  un  argumento  del  estilo  “Mayer-Vietoris”:  en  primer  lugar
se  computan  los  grupos  de  cohomología  en  los  collares  y  a  continuación
se  pegan  los  resultados  usando  la  información  acerca  de  los  automorfismos
infinitesimales  de  la  estructura  en esos  entornos.
6.1.  Cómputo  de  H(U)
Fijemos  H  c 7-1 y  U =  (—1, 1) x  H  un  collar.
6.  COHOMOLOGÍA DE NAMBU                  161
Proposición  6.2.  H(U)   IR y  un  generador  es  la linealización
(_1)1r  A X.
PRUEBA.  Cualquier  campo  de vectores  X  se puede  escribir  como
X  =  A  + XH,  donde  A  E C°°(U),  XH  E  (—1,1)  x TH.  Definiendo
A0  =  (—1)’  A Xj’,  se  tiene:
LA  =  AA0  +rLxAo  =
1.4      A       ( -il—1      r
=  Vj  —  r-—,ao  +  i—1)  r—  A L#XHAA  =
=  (A  —  r  +rdiv(XH))Ao,
donde  div  (XH)  es la  divergencia  de  XH  con respecto  a  í.
Queremos  mostrar  que  cualquier  campo  de  n-vectores  f A0 en  U es equi
valente  a  uno  lineal.  Comenzamos  por  hacer  que  se  anule  en  el  origen  (de
la  coordenada  r)  añadiendo  L_fA  (de  modo  que  se  convierte  en rAo),
y  continuamos  llamándolo  f A0. 5Ásumamos por  un  momento  que  se  anula
al  menos  hasta  orden  2 en  el  origen.  Podríamos  entonces  escribir  f  =  r2g.
Obsérvese  que  L_fgdrA  =  (—rfgdr+rfgdr+r2g)Ao  f A0. Escribiendo
f  =  rf,  nos  fijamos  en  el  valor  e  f{0}XH f  E IR, y  vemos  que  siempre
se  puede  encontrar  Y  E  (H)  tal  que  fH  +  div  (Y)  c.  El  campo  de
n-vectores  A1 =  f A0 +  LA  tiene  a  cA0 como parte  lineal  constante  en  H.
Finalmente,  A1 —  erA0  se anula  en H  hasta  orden  al menos  2,  por  lo que  es
un  coborde.
Aun  es  necesario  demostrar  que  no  existen  perturbaciones  que  envíen
una  estructura  lineal  a  otra  con  un  periodo  relativo  diferente  (la constante  e
arriba).  Esto  equivale a probar  que la ecuación E  A—r—rdiv5t’(XH)  =
cr  no tiene  soluciones para  c =  1.  De  hecho también  necesitamos  estudiar  la
ecuación  E0 de  los automorfismos  infinitesimales  de Nambu.
Lema  6.3.  La ecuación  E1  no  tiene  soluciones  y Zk(U),  el espacio de solu
ciones  de E0,  se  puede  identificar  con  el siguiente  espacio vectorial:
Zk(U)  <  r_,  XH  E (—1,1)  x THI diV(XH(O))  =  O>
PRUEBA  DEL  LEMA  6.3.  En las  ecuaciones E  el término  div(XH)  se
puede  escribir  como br,  donde  4’r,  r  E  (—1, 1) es  una  familia  diferenciable  de
funciones  en  C°°(H)  que  satisfacen  fH   =  O,  Vr  E  (—1, 1).  Podemos
pensar  en  ellas  como  en  datos  dados  en  las ecuaciones.  Así,  las  soluciones
de  E1 se pueden  escribir  de modo  explícito  en la  forma:
A=kr+rf  ‘dr,kER
Cualquier  solución  ha  de  ser  una  continuación  diferenciable  de la  expre
sión  anterior,  pero  ésta  no  puede  existir.  En  efecto,  como  o  tiene  integral
nula,  es posible  encontrar  un  punto  x en H para  el que  0(x)  =  O. Por tanto,
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en  un  pequeño  segmento  [—e, e] x {x} la  función de variable  real r f  dr
es,  salvo una  función  diferenciable,  rlnr  (ni  tan  siquiera  C’).  E
Esto  finaliza  el cómputo  de H(U).                E
Observación  6.:  En  cuanto  a  E0 sus  soluciones  son de  la  forma
A=kr+rfdr,
que  serán  diferenciables  si y sólo si ‘o  =  O, o equivalentemente  si el  corres
pondiente  campo  de  vectores  XH (O) tiene  divergencia  nula  con  respecto  a
í.  Luego podemos  identificar  el espacio  de soluciones  Zk  con:
Zk  =<r,XH  E(—1,1)  xTHIdiv°(XH(O))=O>
6.2.  De  H(U)  a  H(M)
El  paso  que  resta  es  pegar  toda  la  información  local.  Acabamos  de  de
mostrar  que  en la  misma  coordenada  radial  en la  que  A se linealiza  podemos
encontrar  un  representante  ®  de  la  clase  de  cohomología  tal  que   =
cj(_1)n_1r  A Xj  =  cA,  donde  el  periodo  relativo  es  c,  pudiendo
muy  bien  ser  cero.  En  particular  para  una  estructura  que  no  se  anule  nunca
todos  los invariantes  locales  se anulan,  pues sin  más  que  mirar  a su  u-forma
dual  es evidente  que  al no anularse  podemos  empujar  su  grafo hacia abajo  (o
hacia  arriba)  hacia  la sección O, para  lograr  que  se anule  en los U.  Podemos
llevar  a cabo  dicha operación  sin que cambie  el volumen  (lo hacemos  aleatori
amente  y luego  multiplicamos  por  la  razón  entre  los volúmenes  resultantes).
También  hemos  visto  que  podemos  limitarnos  a  trabajar  con  cobordes
X  para  los  que  X1j-ji es una  solución  de  E0 en  las  coordenadas  radiales.  Es
necesario  probar  que  el  volumen  global  regularizado  con  respecto  a  A  está
bien  definido,  lo  que  equivale  a  demostrar  que  el  volumen  regularizado  de
LxA  se anula  siempre  que  X  sea  un  automorfismo  infinitesimal  de  A en U.
Si  h es  una  función  que  coincide  con  la  coordenada  radial  en  cada  U,
MV(h)  =  M  —  Ui(r,r)  x H.  Se tiene:
LxA  =  fM(h)  dix  =  ±   (L1 2XA —  -r}xH  iX)
Y  para  una  componente  fija H  y X  =  kr+rfddr  +XH,  la
función
=  f{r}xHX*  vale:
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=  (—1)’  f   (r  + rf  div°(XH)  dr)  íl  =  (6.14)
{r}xHr           r
=  (—1)’    ( + f divA(XH)d  ç       (6.15)
{r}xH          r       j
Dado  que  div  (XH)(O)  =  O, la  fórmula  anterior  define  una  función
diferenciable  para  todo  r  E  [—1, 1].  Su derivada  se  calcula  fácilmente:
dL  —  (  l  d  f     ,,  [divA(XH),  rH
—  1)    j  ¡     +  ¡                 —
ar             urj{r}XH    j      r
=  (_1)1f     div°K(XH)H0
{r}xH     r
La  anulación  está  clara  para  r   O, y se  sigue por  continuidad.  Luego ¿(r)
es  constante  y  Vi,A  está  bien  definida.
Tan  sólo  resta  probar  que  dos  campos  n-vectores  e1  y  e2  con  igual
linealización  y  volumen  regularizado  están  en  la  misma  clase.  Su diferencia
se  anula  en un  entorno  de la  frontera  de  M  —  la  forma  (é).   tiene
soporte  compacto  (contrayendo  los  collares  si  es  necesario)  e  integral  nula,
por  lo que se  puede encontrar  un  campo  de vectores  Y con  soporte  compacto
cuya  divergencia  es  *(e).  3ç. Se sigue que  L1.A =  e,  donde  Y  extiende  a  Y
trivialmente.
La  afirmación  acerca  de la  base  de HX(M)  se sigue sin  dificultad.
6.3.  Algunos  comentarios  sobre  Hk(M)  y  HX(M)
Centraremos  nuestra  atención  en  lo  que  ocurre  en  un  collar  U.  Ahí
necesit  amos la  descripción  de los campos  hamiltonianos  para  llegar  a algunas
conclusiones.  Dada  f   C°°(U)  descomponemos  en cada  punto  su  derivada
df  =  dr  +  dHf.  El  espacio  vectorial  Bk(U)  de  campos  hamiltonianos  se
puede  describir:
B(U)  =  {(—1)’rX(dHfl,...,dHfl)+
+(—1)rXf(dHfl,...  ,djf,dHffl_1)},
con  fi,...   € C°°(U).
Luego  todos  los campos hamiltonianos  se anulan  necesariamente  a lo largo
de  H.  Para  cada  H2 denotemos  mediante  free(.FIi)  al  espacio  vectorial  de
campos  de vectores  con divergencia  nula  con respecto  a la  forma  de volumen
 Denotando  momentáneamente  por  r  a la  correspondiente  coordenada
radial,  se  tiene  el  siguiente
164  III.  CLASIFICACIÓN  DE  MULTIVECTORES GENÉRICOS  MAXIMALES
Corolario  6.5.
(1)  <ri  >  íreeC11)  C Hk(U).
(2)  (<   >   C H3(M),  donde q5j  son funciones
jET
de  corte  con  soporte  en  los  collares.  Para  n    3  este  espacio  es
claramente  de dimensión  infinita.
PRUEBA.  La  afirmación  sobre  los  vectores  con  divergencia  nula  es  evi
dente.  En  cuanto  al  tamaño  del  espacio  simplemente  observamos  que  se
identifica  con  las  (u —  2)-formas  cerradas  en  H  que  contiene  a  las exactas.
De  la  descripción  de  B(U)  vemos que  el coeficiente  de r  contiene  el  fac
tor  XA(dHfl,.  .  .   que  no  puede  ser  no  nulo  en  cada  {r}  x  H  por
compacidad.                                                 EJ
Observamos  que  el caso  n  =  2  resulta  ser  muy  especial,  y de  hecho
Hk((—1,  1) x  S’)  se calcula  sin  dificultad.
Corolario  6.6.  Hk((—1,  1)  x  S’)  está  generado  por  el  campo  modular  de
vectores  X’  y  por r.
PRUEBA.  X’  trivializaTS1  demodoqueXH  =gXf  ,g  E C°°((—1,1)x
S’).  Se comprueba  que
B  =  {-rX’  (dsif)  -  rLXf  f  E C°°((-1,  1) x  S’)}
zk=  {(kr+rf  1(g))  +x’}
dondeg  E C°°((—1,1)  x  S’),  gj1  =  k1,  k,k1  E Ift.
Si        Si                                      —k1Asi  pues,  gX  —  k1XA  es un  cocido;  basta  tomar  f  =  —  f  9—---dr.  LI
En  general la determinación  de Hk(U)  parece  ser un  problema  muy difícil.
Del  mismo  modo  parece  que  no  es  razonable  esperar  poder  calcular
HX(M).  Por  ejemplo,  para  n  =  3  vemos  que  Xf,g  =  O implica  que  df  y
dg  han  de  ser  proporcionales.  Si  asumimos  que  f  es una  función  genérica,
g  tiene  que  ser  constante  en  sus  superficies  de  nivel,  Luego hay  tantas  elec
ciones  para  g  como  el  tamaño  del  anillo  de funciones  del  espacio  de  hojas
M3/f.  esta  es  una  variedad  de  dimensión  1  que  puede  ser  muy  diferente
para  un  mismo  M3  (se puede  construir  a  partir  de  una  descomposición  en
asas  para  M3  mirando  como cambia  el  1ro al  añadir  asas).
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Como  hemos  visto,  el problema  de la clasificación de estructuras  genéricas
de  Nambu  en  una  variedad  cerrada  dada  incluye  el  de  la  clasificación  de
ciertas  disposiciones de hipersuperficies  (aquellas  disposiciones  que provienen
de  ceros de una  función).  Para  M’  se puede considerar  el árbol  dual a  (M, 7-1)
y  poner  un  signo  más  si  la  orientación  del  n-tensor  en  la  hoja  maximal
correspondiente  coincide  con  la  de  M,  y  un  menos  en  caso  contrario.  Dar
los  signos  equivale  a dar  las orientaciones  de las hipersuperficies.
Para  S2, Radko  [51] define Çk(S2) como el conjunto  de estructuras  genéri
cas  de Poisson  en  con  lugar  de  ceros formado  por  k  curvas.
Un  árbol  con  signos  y  pesos  se  define  como  un  árbol  al  que  se  le  ha
asignado  un  signo  más  o menos  a  cada  vértice,  de  modo  que  vértices  adya
centes  tienen  signo  opuesto;  cada  segmento  se  pesa  con  un  número  positivo
(el  periodo  modular),  y se  asigna un  número  real  a  todo  el grafo  (el volumen
regularizado).  En  el  citado  artículo  se prueba  el siguiente:
Teorema  7.1  ([511). El conjunto Çk(S2)  coincide,  salvo isomorfisrnospreser
vando  la orientación,  con  las  clases  de isomorfismo  de  árboles  con signos  y
pesos  con k  + 1 vértices  (el  isomorfismo  ha  de preservar  el  número  real que
se  le asigna  al grafo).
El  resultado  se  basa  en  el  hecho  de  que  hay  una  correspondencia  uno
a  uno  entre  las  disposiciones  de  k  círculos  en  52  (de  hecho  salvo  isotopía)
y  las  clases  de  isomorfismo  de  árboles  con  k  +  1 vértices  (nótese  que  a  un
árbol  se  le  pueden  poner  signos  de dos  maneras).  Es  posible  encontrar  una
isotopía  entre  dos  disposiciones  con  igual  grafo  porque,  salvo  isotopía,  el
circulo  se  sumerge  en 2  de  modo único  descomponiendo  S2 en dos discos,  y
este  resultado  admite  una  conocida  generalización  a  dimensiones  superiores.
Teorema  7.2  (Teorema  de  Schoenfiies diferenciable).  Cualquier  inmersión
diferenciable  (sin  auto-intersecciones)  j:  5n—1  —+  S’  es la frontera  de  una
bola u-dimensional  y por tanto  escinde  la esfera en dos bolas n-dimensionales.
En  particular,  es isotópica a la inmersión  estándar  en la que 5’  se sumerge
e’t  lR  c 11  U {oo} =  S  como  la frontera  de  la bola euclídea  de radio 1.
También  es  cierto  para inmersiones  en ll.
Una  consecuencia  evidente  es  el siguiente  resultado:
Lema  7.3.  Hay  una  correspondencia  uno  a  uno  entre  disposiciones  de  k
(n  —  1)-esferas  en S,  salvo isotopía,  y  clases de isomorfismo  de árboles con
k  + 1-vértices.
Definición  7.4.  Definamos  Çk(S’)  como  el  conjunto  de estructuras  genéri
cas  de Nambu  en S  cuyo  lugar de  anulación  está  constituido  por k  esferas.
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Demos  a  S  la  orientación  usual,  de  modo  que  podemos  poner  signos  a
los  árboles  duales.  Acabamos  de probar  la  siguiente
Proposición  7.5.  El  conjunto  Çk(S’)  es,  salvo isotopía,  el mismo  que el de
clases  de equivalencia  de árboles con k  + 1 vértices  con  signos  y pesos.
1
Conclusiones  y  futuras  líneas  de  investigación
En  esta  tesis  hemos estudiado  diferentes aspectos  de  tres  clases de geome
trí  as  de carácter  topológico,  estructuras  2-calibradas,  estructuras  de Poisson
y  estructuras  de  Nambu.  Los  resultados  de  mayor  interes  han  sido  aque
llos  probados  para  variedades  calibradas  compactas.  Para  ellas  hemos  de
mostrado  la  existencia  de  una  geometría  aproximadamente  holomorfa  que
da  multitud  de construcciones  topológicas  compatibles  con  la  estructura  ca
librada:  pinceles  de Lefschetz,  ciclos calibrados,  subvariedades  determinan-
tales  e inmersiones  en  ciim sin autointersecciones  y transversales  a  determi
nadas  foliaciones  holomorfas  de CIPm.
Se  ha  analizado  la  geometría  local de las variedades  calibradas,  probando
la  existencia  de  cartas  de  Darboux  y  secciones  de referencia  localizadas  de
fibrados  de  línea  muy  amplios.  También  se  han  clarificado  algunos  aspectos
de  la  propia  teoría  aproximadamente  holomorfa  para  variedades  simplécticas
(o  casi-complejas  pares),  como  los  relacionados  con  la  modificación  de  la
estructura  casi-compleja  de  los  fibrados  de  r-jets  pseudo-holomorfos,  y  la
construcción  de  los  fibrados  no  lineales  de  r-jets  de  aplicaciones  a  espacios
proyectivos  y sus  correspondientes  propiedades.
Además  de  los resultados  indicados  y matizados  de manera  detallada  en
el  texto,  hay  una  serie de preguntas  y potenciales  aplicaciones  que  surgen de
modo  natural,  principalmente  asociadas  al estudio  de las foliaciones calibra
das.
En  primer  lugar,  y  cuando  la  hojas  son  variedades  complejas,  es  lógico
preguntarse  si es posible  deformar  las secciones A.H. a secciones holomorfas  a
lo  largo de las hojas.  La diferencia  con el caso par,  en la que  esto si es posible
es  la  ausencia  en principio  de un  operador  que  detecte  secciones  holomorfas
(como  el  asociado  a  la  métrica  Káhler  en  el  caso  de  variedades  pares)  con
las  propiedades  de elipticidad  requeridas.
Más  concretamente,  podemos  particularizar  a  las  foliaciones  taut  en  3-
variedades.  Para  ellas,  toda  estructura  casi-compleja  es  integrable  con  lo
que  la  pregunta  anterior  cobra  aun  más  sentido.  Es  más,  los  resultados  de
E.  Ghys  muestran  que  es  posible  desarrollar  una  teoría  significativa  para
secciones  holomorfas  a  lo largo  de  las  hojas  (véase  [21]).  En  particular,  E.
Ghys  prueba  resultados  de existencia  de  aplicaciones  holomorfas  a  CIP’2 que
son  inmersiones  locales  en  cada  hoja,  que  es  exactamente  la  misma  clase
de  resultados  que  nosotros  podemos  lograr  pero  con  aplicaciones  A.H.  Sin
duda,  el  estudio  profundo  de  los  métodos  de  Ghys  puede  arrojar  luz  sobre
como  lograr  dicha  perturbación  a  secciones  genuinamente  holomorfas,  pero
usando  los métodos  locales  de  trabajo  (básicamente  empleando  secciones de
referencia  holomorfas)  desarrollados  en  esta  memoria.
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Creemos  que  también  es  necesario  un  estudio  detallado  de  los  aspectos
combinatoriales  de  los  pinceles  de  Lefschetz  para  foliaciones  taut,  pues  es
tas  estructuras  son herramientas  potenciales  para  el  estudio  de la  topología
de  foliaciones  taut.  Sin ser  muy  concretos,  la  imagen  del  enlace  de  puntos
singulares  da  lugar  a  una  estructura  particular  de  CW-complejo  en  S2.  Su
imagen  inversa  define una  superficie con  singularidades  (la  estructura  de  es
tas  autointersecciones  se  sigue de los modelos  locales).  Toda  la  información
de  la  estructura  taut  está  contenida  esencialmente  en esta  superficie singular
foliada  (pues  su  complemento  son toros  sólidos foliados  trivialmente),  luego
una  caracterización  “combinatorial”  de  estas  superficies  sería  de  gran  utili
dad.  Dado  que  toda  foliación taut  admite  estructuras  de pincel  de Lefschetz
compatibles,  podríamos  ser  capaces  de reconstruir  no  sólo la  foliación,  sino
la  foliación con  una  estructura  de pincel  compatible.
Existen  otra  clase de aplicaciones que se obtienen  de la teoría  desarrollada
para  las que  es  suficiente  partir  de variedades  de  cuasi-contacto  compactas,
esto  es,  variedades  M2”1  dotadas  de 2-formas  w cerradas  y no  degeneradas
(y  para  las que luego se escoge  cualquier  distribución  transversa  al núcleo  de
w  como elemento  auxiliar).  Para  ello se  construyen  aplicaciones  u-genéricas
qk:  M  —÷  CIP.  Por  definición,  esta  es  la  dimensión  menor  para  la  que  no
hay  puntos  base  con  lo  que  las aplicaciónes  están  definidas  en  todo  M.  El
pullback  de WFS  está  en la  clase  de cohomología  de kw,  y podemos  conside
rarla  como una  elección de 2-forma en dicha  clase  con propiedades  dinámicas
interesantes.  c5ws  degenera  a lo largo  de una  subvariedad  estratificada  k,
que  es  el lugar  de degeneración  de  Aún  así  hay  que  tener  en  cuenta  que
la  interpretación  geométrica  sólo es  cierta  en el sentido  aproximado.  Para  lo
grar  las interpretaciones  usuales  es necesario que  la  aplicación  sea  holomorfa
en  un  entorno  de los correspondientes  estratos,  lo cual es posible  cuando  n es
1  6 2  (por ejemplo,  paran  =  2  hay  una  3-variedad  1(k),  en  la  que el rango
cae  a  2,  y  dentro  de ésta  un  enlace  de puntos  1,1(tk),  en  los que  el  núcleo
es  aproximadamente  tangente  a  E1(k)).  Esta  nueva  2-forma  da  lugar  a un
sistema  dinámico  (en  principio  no  diferenciable)  definido  como sigue:  consi
deramos  Xk  el campo  de vectores  en el  núcleo de  WFS,  con  coorientación
positiva  y cuya  componente  a  lo largo  del núcleo de  kw  vale 1 en la  métrica
9k  Este  campo  sólo está  definido  fuera  k•  Para  dar  una  definición  global
multiplicamos  por  la  única  función  g  E  C°°(M)  tal  que  g(kw)  =
sobre  T.  La  función  g tiende  a cero  al aproximarse  a  k,  lo  que  da una  ex
tensión  por  ceros de gXk.  En principio  dicha  extensión  no es necesariamente
diferenciable.  Si  partimos  de  una  3-variedad  con  una  foliación taut  entonces
el  campo  definido sí es diferenciabIe.  Todavía  en dimensión  3 y para  una  dis
tribución  D  arbitraria  dominada  por w,  se comprueba  que  aunque  el campo
gXk  no  es necesariamente  diferenciable,  es posible  reescalarlo  (usando  cartas
de  Darboux  que  recubran  el divisor  >k  y  pegando con funciones  meseta)  para
definir  un  campo  de  vectores  diferenciable  y  proporcional  a  Xk  en el  que  no
hemos  añadido  puntos  fijos.  Es  de  esperar  que  existan  reescalamientos  de
gXk  para  dimensiones  arbitrarias  que  den  lugar  a  campos  diferenciables  (y
con  los  mismos  puntos  fijos).  Es  evidente  que  la  existencia  de formas  nor
males  nos  facilitaría  dicha  tarea  y  daría  una  descripción  del  flujo  cerca
Sería  necesario  un  estudio  cualitativo  por  medios  alternativos  de dicho  flujo
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en  la  proximidad  de  >ik.  Lo  interesante  de  este  flujo es  que  las  trayectorias
son  o  bien  fijas,  o  bien  tienden  a  >k  (tanto  cuando  el  tiempo  tiende  a  oc
como  a  —oc), o  bien  son  periódicas.  En  dimensión  3  está  no  es  sino  una
información  obtenida  de  una  estructura  de pincel  de  Lefschetz  (en  realidad
más  debil,  pues  el  pincel  también  da  información  sobre  el  espacio  órbitas).
Por  supuesto,  si  en  vez  de  comenzar  con  una  estructura  de  cuasi-contacto
empezamos  por  ejemplo  con  una  foliación  calibrada,  ademas  se  tiene  que
tanto  las  órbitas  no  fijas  como el  lugar  de  degeneración  son transversos  a  la
foliación.
Obsérvese  también  que  aunque  todas  las  aplicaciones  de  la  teoría  A.H.
han  sido  obtenidas  para  variedades  calibradas,  de  modo  deliberado  hemos
desarrollado  la  teoría  relativa  de  modo  que  sea  aplicable  no  sólo para  sim
plectizaciones,  sino en situaciones  más  generales.
Es  más  o  menos  evidente  que  la  teoría  desarrollada  tiene  como  corola
rios  inmediatos  la  existencia  de construcciones  relativas  para  subvariedades
simplécticas  o calibradas  de  variedades  simplécticas  compactas.  Pongamos
el  siguiente  ejemplo:  dada  (M, w)  una  variedad  simpléctica  compacta  (de
tipo  entero)  cualquier  hipersuperficie  orientada  Q con un  campo  de vectores
transverso  X  definido  en  un  entorno  de  Q define  de  modo  canónico  una
estructura  calibrada  en  Q (la  distribución  D  es el  núcleo  de  ixw).  Pode
mos  por  ejemplo  construir  pinceles  de  Lefschetz  relativos  para  la  cuarteta
(M,w,Q,X),  es  decir,  pinceles  de  Lefschetz  para  (M,w)  que  restringen  a
pinceles  de  Lefschetz  en  (Q, D, w1Q) (en  realidad  sólo hay  modelos  para  los
puntos  base  en A fl X  como puntos  base  de la  estructura  de pincel  para  M).
Este  caso  es  especialmente  interesante  cuando  Lw  =  qw,  q  E  Z,  pues  Q
será  o bien  una  hipersuperficie  de  contacto,  o  bien  Poisson  (en  este  último
caso  un  fibrado  simpléctico  por  ser  [w] entera).  Nótese  que  la  variedad  sim
pléctica  puede  tener  frontera  no  vacía,  y  la  hipersuperficie  en  cuestion  ser
su  frontera.  El  ejemplo  obvio  que  tenemos  en  mente  es  el  de  los  llenados
simplécticos  (“symplectic  fillings”) de variedades  de  contacto.
También  existen  estructuras  de  pincel  relativo  para  ternas  (M,w,N),
donde  N  es cualquier  subvariedad  simpléctica.
Pasando  a  los contenidos  del capítulo  segundo,  se  ha  definido  una  cons
trucción  de  cirugía  para  variedades  de  Poisson,  mostrándose  como corolario
de  estas  construcciones  que  el grupo  fundamental  no  obstruye  la  existencia
de  estructuras  de Poisson.  Siguiendo  con  el espíritu  más  topológico  de este
capítulo,  una  cuestión  que creemos sería  interesante  investigar  es la siguiente:
cuando  partimos  de  variedades  de  Poisson  integrables  en  el sentido  de R.  L.
Fernandes  y  M.  Crainic  [11] (por  ejemplo  de  foliaciones  calibradas  de  tipo
entero)  y la correspondiente  suma  conexa normal  también  lo es  (ésta  a su vez
también  es  otra  pregunta  interesante;  en  cualquier  caso,  sabemos  que  para
ciertas  cirugías  calibradas  el  resultado  es  también  una  variedad  calibrada  y
por  tanto  integrable),  ¿corresponde  la construcción  del grupoide  de Lie (que
es  una variedad  abierta)  a  alguna  clase de cirugía en los respectivos  grupoides
simplécticos?  Nótese  que  para  abordar  esta  cuestión  contamos  como  arma
principal  la  descripción  —más o  menos  manejable— del  grupoide  simpléctico
como  un  cociente  de  clases  de  A-caminos  (véase  [11] para  las  definiciones
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correspondientes).  Lo curioso  de la  cuestión  es que  tanto  la  cirugía  de  Pois
son  como la  simpléctica,  ocurren  a  lo largo  de subvariedades  de  codimensión
2.  Si existe  una  construcción  del grupoide  mediante  alguna  cirugía “simpléc
tica”  asociada  a  los grupoides  asociados  a  los  sumandos  y  a  la  subvariedad
fibrada,  esta  operación  habrá  de ser necesariamente  nueva por  emplear  como
nexo  una  “subvariedad”  de codimensión  4.
Por  último,  en el  tercer  capítulo  hemos  dado  una  clasificación  de las  es
tructuras  de  Nambu  genéricas  en variedades  orientables.  Creemos que  en  lo
relativo  a  la  clasificación  de  estructuras  geométricas  sin  invariantes  locales
(o  con invariantes  fácilmente  descriptibles,  como es el caso de las estructuras
de  Nambu  genéricas),  las  cuestiones  más interesantes  se  centran  de nuevo  en
las  estructuras  de  Poisson  (incluso  en superficies),  pero  con  singularidades
más  complejas.  De hecho,  no sólo es  intersante  la  clasificación de las propias
estructuras,  sino  de  otras  clases  de  objetos  asociados  a  ellas.  Por  ejemplo,
incluso  para  las estructuras  de Poisson  genéricas,  sería  interesante  describir
el  espacio  de  conexiones  contravariantes  (véase  [18]),  y más  explicitamente,
la  existencia  de  estructuras  geométicas  en dicho  espacio  (recordemos  que  el
moduli  de  conexiones  contravariantes  para  estructuras  simplécticas  en  su
perficies  tiene  una  estructura  simpléctica,  o de Poisson  cuando  la  frontera  es
no  vacía).
APÉNDICE  A
El  problema   de  Neumann  con  parámetros
El  problema   de  Neumann,  en  principio  para  dominios  í1  C  C  con
frontera  diferenciable,  plantea  la  existencia  de soluciones y  la regularidad  de
las  mismas  para  la  ecuación  lineal  en derivadas  parciales
(A.1)
donde  a  es  una  (p, q)  forma  —en principio  de  cuadrado  integrable— y  que
necesariamente  ha  de ser  0  cerrada.
La  referencia  básica  que  seguiremos en esté  apéndice  —de entre  la  muchas
existentes— es el  capítulo  7 de  [35].
Una  primera  observación  es  que  si fi es una  solución  y  )  es  una  (p, q —
1)-forma  con  coeficientes  holomorfos,  fi +  .  es  otra  solución.  Por  tanto
para  obtener  una  teoría  razonable  es necesario  elegir  de modo  canónico  una
“buena”  solución.  Una  elección  lógica  es  si hay  solución,  tomar  aquella  que
es  ortogonal  a las  funciones  holomorfas  en
Enunciaremos  un  teorema  de  existencia,  en  el  que  el  control  de  la  solu
ción  en la  frontera  de  f  dependerá  de la  geometría  de  la  misma.  Para  ello
recordamos  que  un  dominio  cerrado   es  estrictamente  pseudo-convexo  si
su  forma  de  Levi  es  definida  positiva  en  todos  los  puntos  (definición  7.4.3
en  [35]). Igualmente,  H’(í)  denota  el espacio  de Hilbert  de  (p, q)-formas
con  coeficientes en el correspondiente  espacio  de Sobolev, y AP(í)  las  (p, q)
formas  con  coeficientes  diferenciables  (también  en la  frontera).  El  resultado
fundamental  que  vamos  a  usar  es  el siguiente.
Teorema  A.1.  (Teorema 7.9.14  en [35]) Sea q   1, a  E  donde  í
es  estrictamente  pseudo-convexo.  Entonces  existe  una  única  fi E H,t1)  (ífl
tal  que fi es  ortogonal  al  núcleo  de  O y  Ofi  =  a.  Si  a  E  AP(í)  entoncesfi  E  (íl)  y  se  tiene  la siguiente  estimación  fundamental:
1fi18 < A3laI3, Va E A’(í),             (A.2)
donde  A  no  depende  de  a,  y   es  la  correspondiente  norma  Sobolev.
Llamaremos  a fi la solución  canónica.
Es  necesario  resaltar  que  uno de los puntos  más delicados  es  el análisis  de
ganacia  de  regularidad  en la  frontera,  diferente  a  la  del interior  (“hipoelipti
cidad”).
Pretendemos,  a  partir  de este  teorema,  deducir  mediante  métodos  muy
elementales  una  versión con  parámetros  del mismo para  datos  diferenciables
y  con  estimaciones  para  normas  
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Para  nuestra  aplicación  principal   es B2,  la bola  unidad  —que es eviden
temente  estrictamente  pseudo-convexa— y  no  necesitamos  toda  la  potencia
del  resultado  anterior.
En  efecto,  a partir  de (z,  0) E CD(B2n(O, 1+e) x S1),  queremos  construir
otra  función  q’  E C°°(B2(O, 1 —  e)  x S1)  que  sea  holomorfa  para  cada  0 fijo
y  cuya  distancia  a  en  norma  C’  venga controlada  por  la  de  aq5.  Para
ello  queremos  resolver la  ecuación  A.1 con  =  3(z,  0), y emplear  la  única
solución  /3  dada  por  A.1 para  definir ./(z,  0)  =  (z,  O)—/30(z). Es  más, como
no  necesitamos  que  qV esté  definida  en el mismo dominio  que  q5, es suficiente
con  tomar  ao  =  f,  donde  f  es una  función  de corte  de modo que  a  tenga
soporte  compacto  en el interior  de B2,  con lo que  no necesitamos  el delicado
análisis  de lo  que  ocurre  en  la  frontera.
En  cualquier  caso,  veremos  que  a  partir  del  teorema  A.1  se  deduce  el
siguiente  corolario.
Corolario  A.2.  Sea  (P,g)  una  variedad  compacta  riemanniana  de  dimen
sión  u,  q    1 y í  un  dominio  de C  estrictamente  pseudo-convexo  y  com
pacto.  Sea  a(z,  t)  E AP(l  x  M)  verificando aa  =  O.  Entonces  existe  una
única  ¡3 E  x M)  tal  que /3t  es  ortogonal al núcleo  de D y  í3t  at.
Además,  existen  constantes  B,  Vj  E N  que no  dependen  de c  tal  que
L8Ic <BIocj,                    (A.3)
donde  1  Ici es la  suma  de  las  normas  del  supremo  para  la forma  y  sus  j
primeras  derivadas  covariantes.  Usamos  la métrica  producto  con factores  la
euclídea  y  g,  y las  derivadas  covariantes se  toman  usando  la correspondiente
conexión  de Levi-Civita.
PRUEBA.  Definimos  /3(z, t)  de modo que ¡3 sea la solución canónica  dada
por  el  teorema  A.1  con  dato  c.  Simplemente  observamos  que  la  unicidad
de  la  construcción  hace que  obtengamos  una  función  bien  definida.
Veremos  que  una  vez probada  la  diferenciabilidad  de ¡3 las cotas  de  A.3
se  siguen  de  modo  obvio.
Observamos  que  basta  con probar  el teorema  siendo  P  un  abierto  de IRU
(con  coordenadas  t1,...,t).                      -
Sea  (z’, t’)  E  íl  x  IRU un  punto  cualquiera.  Para  probar  continuidad  de ¡3
aplicamos  la  desigualdad  triangular  para  escribir
/3(z, t)  -  ¡3(z’, t’)I <l/3(z, t)  -  ¡3(z’, t)I +  fi(z’,  t)  -  fi(z’,  t’)I.
De  la  continuidad  de  /3  garantizada  por  el  teorema  A.1  se tiene  que  la
continuidad  de ¡3 en  (z’, t’)  se seguiría  de probar  que  para  todo  e >  O existe
un  6 >  O tal  que
supi3(z,t)  —/3(z,t’)I    e,  si  t—t’I  6.           (A.4)
zE1
Definamos  para  cada  t  E  R,  yt(z)  :=  fit(z)  —  13t’(Z).  Es  inmediato
verificar  que  ‘yt:  í2  —* C  es  ortogonal  a  las  funciones  holomorfas  —por ser
diferencia  de funciones  en dicho  espacio  vectorial— y que  a  =  at  — att.  En
consecuencia  ‘y es  la solución canónica  con  dato  at  —  att,  por  lo que  podemos
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aplicar  las estimaciones  fundamentales.  En particular,  y recordando  que
denotan  a las  correspondientes  cotas  Sobolev,  para  s >  n  se tiene:
I’YtIc° < KI’ytJ+    KA8c  —  at’(s  <  KA8V3Iat  —  at’Icj÷.  (A.5)
La  primera  desigualdad  se sigue del teorema  de inmersión  de Sobolev,  la
segunda  del teorema  A.1 y la tercera  es obvia.  Por  último,  at  —  ati,  junto  con
sus  derivadas  (en  las coordenadas  de C71) se anulan  para  t’.  La  compacidad
de  í  junto  con  la  diferenciabilidad  de a hacen  que  A.4  se  satisfaga.
El  siguiente  paso  es  probar  que  -,  1  <  rn  <  u,  existe  y es  continua.
El  candidato  obvio  es  la  solución  canónica  con  dato  e—. Llamemos /  a
dicha  solución.  Fijemos  un  t’  E  ]1  y  consideremos  la  función  ((z,  t)  :=
/3t’  +  f,  /3(z, ti,  ...,  t_i,  y,  tmi,  ...,  t)dv.  Si  demostramos  que   coincide
con  ¡3 entonces  por  el teorema  fundamental  del  cálculo  =  /.  Como /  es
a  su  vez una  solución  canónica,  como  acabamos  de ver  será  continua.  Todo
esto  demostraría  que  /3 es  C’  (la  existencia  y  continuidad  de las  derivadas
parciales  a lo largo de las direcciones de C  están  garantizadas  por el teorema
A.1).
tmEn  primer  lugar  como  ¡3 es continua,  5J,  í3dv =  J,  a/3(z, v)dv.  Por
tanto,  i(  =  ati +  f  dv  at(z).  Además,  si F  es una  función  holomorfa
cualquiera,
f    /‘tm                ftm t/  (¡  /3dv)Pdw =  /  (/  ¡3Pdw)dv =  O,
Jf  Jt7fl                Jt,ln. ç
pues  las integrales  conmutan  por  la  continuidad  de /  y F.
Luego  (  coincide  con  /3 por  ser  ambas  la solución  canónica  con  dato  a.
En  lo  que  se refiere  a  las  derivadas  parciales  segundas,  aquellas  que  sólo
involucran  las variables  z,  j  existen  y son contínuas  por  el teorema  A.1.  La
existencia  y  continuidad  de  OZjOm’  92tm   at$m’  con  1 <  i, j  <  n,  1  <
q,  m   u,  se  siguen  de que  es  una  solución  canónica  y  según  acabamos
de  demostrary  es C1. La  continuidad  de las derivadas  parciales  ,  2•
es  consecuencia  de  la  desigualdad  correspondiente  a A.5,  pero  partiendo  de
la  norma   c2  en  el  término  más  a  la  izquierda.
La  última  posibilidad  es  una  derivada  del  tipo  82    cuya
existencia  y  continuidad  se  sigue  del lema  de  Schwarz.  Recordemos  que  en
su  forma más  débil  nos asegura  que  si tanto   (resp.     como
(resp.  nf-) existen y  son contínuas,  entonces  at2  (resp.   existe,  es
contínua  y coincide con   (resp.   El  único ingrediente  necesario
es  la  continuidad  de   (resp.  ef-), y esto  se  prueba  de  la  desigualdad  A.5
para  normas
Una  vez  que  hemos  demostrado  que  ¡3 es  C2, la  diferenciabilidad  a  ór
denes  superiores  se  prueba  por  inducción,  usando  la  conmutatividad  de  las
derivadas  parciales.  En  efecto,  si  asumimos  que  /3 es  Ch,  y  tenemos  una
derivada  parcial  de orden  h +  1,  ésta  puede  ser  de  tres  tipos.  El  primero  es
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áquel  en que  no se  deriva  con respecto  a  ninguna  variable  t,,  y la  existencia
y  continuidad  se  sigue  del  teorema  A.1 y  la  desigualdad  correspondiente  a
A.5  pero  partiendo  de normas  c,+i.  En  segundo  lugar  tenemos  aquellas
derivadas  parciales  para  las  que  se  deriva  con  respecto  a  una  variable  tm
antes  de  llegar  al  orden  n  +  1.  Podemos  poner  dicha  derivada  parcial  en
primer  lugar,  y usar  que  es  de clase  C”  por  inducción.  La tercera  clase
de  derivadas  parciales  son  aquellas  en  que  aparece  una  única  variable  tm  Y
lo  hace  en último  lugar.  De  nuevo  podemos  aplicar  el lema  de  Schwarz  a  la
correspondiente  derivada  de orden  h —  1  de /3.
En  consecuencia  deducimos  que  la  solución  canónica  3:  íl  x  Il  —* C  es
diferenciable.
La  existencia  de las  cotas  B  de modo  que  A.3 se  cumple  es  obvia,  pues
siempre  que  tengamos  una  derivada  parcial  de orden  j  la podremos  escribir
de  la  forma  con  a, b, e  representando  ciertos  multiíndices.  Basta
ahora  con considerar  el  problema  9 para  -,  y  aplicar  las  cotas  del teorema
A.1  junto  con  las  provenientes  de  la  inmersión  de  Sobolev  apropiada  para
obtener  el resultado  buscado.
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